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DE DEMONTRER PAR L’ALGEBRE, 
les Théorèmes de Geometrie, & d’en réfoudre 
& conflruire tous les Problèmes. 

L’on y a joint une Introdu&ion qui contient les Réglés 
du Calcul Algébrique. 

Par Feu Monfieur GUISNEE de l'Academie Royale des 
Sciences , Profejfeur Royal de Mathématique , <Cr ancien, 
Ingénieur ordinaire du Roy. 

Seconde Edition, revue, corrigée & confidérablemcnt augmentée 
• par l’Auteur. " 



A PARIS, 


Chez Qj 
rue 



ui llau , Imprimeur-Juré Libraire de l’Univerfitc , 
Galande , près la place Maubert, à l’Annonciation. 

» •* 


M. DCC. XXXIII. 

AVEC APPROBATION ET PRIVILEGE BV ROT. 
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R E F A C E. 

A première Edition de l’Ouvrage que 
l’on donne ici au Public parut en 1719. 
Il avoit été compofé parfeu Monfieur 
Guilnée quelques années auparavant , 
pour des perionnes de qualité , qui 
s’appliquoient à la fcience que l'on y traite. L’Au- 
teur n’avoit point alors le deflein de le donner au 
Public. Mais un de ceux pour qui il avoit été écrit , 
l’ayant jugé plus propre que tous les Ouvrages de 
même nature qui l’ont précédé, pour inftruire ceux 
qui veulent s’appliquer aux Mathématiques , & en 
traiter toutes les parties algébriquement, voulut 
bien faire la dépenfe de l’impreffion par le feul mo- 
tif de leur faire plaifir. 

Puiïïe un fi bel exemple fe multiplier en France , 
& y trouver bien des imitateurs. Les fciences & les 
beaux Arts y reprendroient bientôt le lullre qu’elles 
n’ont peut-être déjà que trop perdu. Au lieu de tant 
de livres frivoles qui ne font qu’amufer inutilement. 
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PREFACE. 

ôc fouvent même gâter l’efprit ÔC le cœur , bien 
des Ouvrages fçavans en tout genre , qu’on eft 
obligé de laiffer périr dans les ténèbres, verroientle 
jour ; on en entreprendroit beaucoup d'autres 
aufquels on n’ofe penfer , faute de pouvoir elperer 
de les voir jamais paroître , ôc les efprits feroient 
animés au travail , Ôc excÿés au goût de la vérita- 
ble ôc de la folide érudition. 

Le généreux Promoteur de la première Edition 
de ce Livre , eut bientôt la fatisfaélion de voir le 
jugement qu’il en avoit porté hautement confirmé 
par l’approbation de tous les connoiffeurs, & le pu- 
blic ne put déclarer d’une maniéré plus authentique 
& plus éclatante qu’il déclara d’abord , ôc l’eftime 
qu’il faifoitde l’Ouvrage, & la reconnoiflance qu’il 
avoit pour celui dont les libéralités le lui avoient pro- 
curé. En effet on le rechercha avec ardeur, on le lut 
avec plaifir ôca vec profit, ôc cette première Edi- 
tion confommée, on n’a ceffé de le redemander au 
Libraire avec empreffement. Audi eft ce le meilleur 
Traité qui ait paru en France fur les matières qui en 
font l’objet. Méthode , précifion , clarté rien n’y 
manque. 

On y explique le plus fimplement que l’on peut, 
les Méthodes de démontrer par l’Algebre , tous les 
Théorèmes de Geometrie , ôc de réfoudre, ôc con- 
ftruire tous les Problèmes déterminez Ôc indétermi- 
nez , géométriques & méchaniques. En un mot , 
on explique tous les ufages qu’on peut faire de 
l'Algebre commune , dans toutes les parties des 
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Mathématiques, pourvu qu’on exprime par des li- 
gnes les grandeurs qu elles ont pour objet ; & on ne 
iuppofe pour cela que les (impies élémens de la 
Géométrie ordinaire. 

L’on y fuppofoit aufli d’abord la connoiflance du 
Calcul algébrique , parcequ’il fe trouve expliqué 
dans plufieurs Livres imprimez : mais plufieurs per- 
fonnes ayant crû qu'il feroit plus à propos d’en 
donner les Régies , & de les joindre à l Ouvrage 
en forme d’Introdu&ion , que de renvoyer le Le- 
éleur , qui n’en aura point encore de connoiflance , 
à d’autres Ouvrages ; l’Auteur fuivit leur avis , & y 
ajouta cette Introduction , où il explique toutes les 
opérations algébriques , les proprietez des raports, 
ou fractions , des proportions , & des équations. 

On y a établi un principe général pour démontrer 
toujours de la même maniéré toits les Théorèmes 
qu’on peut former fur la grandeur confiderée gé- 
néralement ; & ce principe eft le même que l’on 
trouve apfli dans la troifiême Seétion de l’Applica- 
tion de-l’Algébre à la Geometrie , pour en démon- 
trer les Théorèmes. 

L’on trouvera aufli des Réglés particulières pour 
multiplier êt divifer, les unes par les autres, les 
puiflances qui renferment les mêmes lettres , pour 
les élever à d’autres puiflances , & pour en extraire 
les racines. En donnant ces Régi es M r Guifnée, 

" n’eut pas feulement pour objet fon propre Ouvra- 
ge , il crut de plus qu’elles ne feroient peut-être 
pas inutiles pour entendre avec plus de facilité , 

a iij 



PREFACE. 

plufieurs endroits de l’Excellent Livre de \' Analyfe 
des infinimens ^Petits de feu Monfieur le ^Marquis 
de i Hôpital , qu’il avoit auffi eu en vue dans l’Ap- 
plication de l' Algèbre à la Geometrie. On y trou- 
vera en effet expliquez tous les endroits de l’Analyfe 
qui dépendent de l’Algebre & de la Geometrie 
ordinaire , & dans lefquels cet illuftre Auteur n’a 
pas jugé à propos de mettre tout au long, ou de 
pourfuivre des operations dont il fuppofe fon Le- 
cteur capable.- 

M. Guifnée a divifé cet Ouvrage en douze Se- 
ctions, qu’il a rangées feiort leur ordre dans la Table 
qui fuit , où il indique ce qui eft contenu dans cha- 
cune. 

Dans la première SeCtion , il a parlé des équa- 
tions déterminées, & indéterminées, des racines 
de leurs inconnues , & de leurs ufages ; & pour ne 
pas faire des répétitions inutiles , il a crû devoir 
omettre dans l’Introdu&ion , çe qu’il en a dit en cet 
endroit. Il a auffi mis' dans cette Seétion , des ob- 
fervations pour nommer les lignes qui doivent fer- 
vir à la réfolution d un Problème, pour tiret celles 
qu’il eftnéceflaire de tirer, pour trouver plus faci- 
lement des équations ; & il a cru ces oblervations 
d’un fi grand fecours , qu il confeilloit non-feule- 
ment de les bien entendre , mais même de les ap- 
prendre par cœur. 

- Comme les équations , qui fervent à conftruire ' 
les Problèmes , en renferment toutes les conditions, 
& toutes les qualitez , on a accoutumé d’en dé- 
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montrer la conftruélion par l’Analyfe , en retirant 
les mêmes équations des proprietez des Courbes 
qu'on y employé. Mais cette Méthode n’ayant au- 
cune difficulté , il jugea plus à propos de démontrer 
à la maniéré des Anciens la conftruélion de la plu- 
part des Problèmes déterminez qu’il réfout, quoi- 
qu’elle ait été tirée de l’Analyfe , afin de faire voir 
la différence qu’il y a entre l’une & l’autre maniéré. 
Mais quant à la conftruélion des Problèmes indé- 
terminez , qui n’eft autre chofe que la defeription 
des Courbes dont on a les équations , il n’y a point 
d’autre voye naturelle pour la démontrer, que 
l’Analyfe. 

Les Seétions coniques étant d’un grand ufage 
dans la Géométrie , il jugea à propos d'en démon- 
trer par l’Analyfe, dans la 4, y ,6 & 7* Seélion, 
les principales proprietez ,& principalement celles 
dont il prévoyoit avoir befoin pour la conftruélion 
des Problèmes. Il les a d’abord confidérées dans le 
Cône , parcequ’elleg y ont pris leur origine & leur 
nom , & pour faire voir que celles que l’on trouve 
décrites lur des Pians dans la y , 6 & 7 e Seélion , 
font précifément les mêmes que celles que l’on cou- 
pe dans le Cône. 

Telle étoit la première Edition de cet Ouvrage} 
celle-ci l’emportera beaucoup fiir elle.Ils'étoit gliffé 
des fautes dans celle-là. L’Auteur les avoit corrigées 
fur un Exemplaire qu’il avoit. 

De plus , loit que fes propres réflexions, ou l ex- 
périence de ceux qui s’étoient fervis de fon Livre, 
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lui eût appris que malgré toute la netteté & la ju- 
fteffe , bien des endroits pouvoient arrêter des Le- 
cteurs encore peu initiez aux mylleres de l'Algebre, 
qu'il avoit omis des détails de preuves néceffaires 
aux commençans , ou palTé des Operations qu’il 
leur étoit difficile de fuppléer, ou de faire eux-mê- 
mes , ou qu’il leur étoit du moins plus commode de 
trouver toutes faites , il avoit ajouté ces preuves & 
ces opérations fur les marges de fon Exemplaire, 
aux endroits où il les avoit crus néceffaires. 

Heureufement cet Exemplaire ell revenu au 
Libraire qui penfoit à donner cette fécondé Edi- 
tion. Ainli on la trouvera enrichie des correélions 
& des augmentations que Mv Guifnée lui-même a 
faites , & qui montent pour lps additions à près de 
quarante , fouvent confidérables 8c toujours très- 
utiles à la perfe&ion de l’Ouvrage , & propres à 
le rendre plus* lumineux , & à diminuer le travail 
de ceux qui le lifent. On les a placées toutes 
très-exaétement aux endroits marquez par les ren- 
vois de l’Auteur , & afin que les figures qu’il a aulfi 
dans fes augmentations, ajoutées aux anciennes, fe 
trouvaffent de fuite 8c en leur rang, 8c par confé- 
quent plus facilement & plus commodément , on 
a fait graver de nouveau toutes les planches, & 
l’on y a placé ces nouvelles figures , au lieu & au 
nombre qui leur convient: dépenfe confidérable ; 
mais qu’on n’a point voulu épargner pour un ou- 
vrage aufii bon 8c aulfi utile que celui-ci , 8c pour 
lequel on n’a plaint ni les frais , ni le travail. 

TABLE 
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des sections. 

Section I. O V ? 071 donne les définitions (fi les princi- 
pes generaux qui fervent pour ré foudre les 
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Section II. Où ton donne la maniéré d'exprimer géomé- 
triquement les quantité z Algébriques , 6 " 
de ré foudre les Problèmes fimples , (fi plans -, 
ou ce qui efi la meme chofe , de conflruire 
les équations déterminées du premier (fi du 
fécond degré y page 18 

Section 1 1 1 . Où ton donne U Méthode de démontrer les 
Théorèmes de Geometrie , page 59 

Section IV. Des Serions du Cône , (fi du Cylindre , p. 6 6 
Section V. Où ton démontre les principales proprie te ^ 
de U Parabole, décrite par des points trou- 
vent un Plan , page 78 

Section V I. Où ton démontre les principales propriété 
de tEUipfe décrite par des points trouver, 
fur un Plan , page 9 o 

Section VII. Où ton démontre les principales propriété ^ 
de t Hyperbole décrite par des points trou- 
veront un Plan , page 1 17 

Section VIII. Où ton donne la Méthode de ré foudre les 
Problèmes indéterminez^du premier (fi du 
fécond degré , cefi-k-dire , de conflruire les 
. équations à la ligne droite , fi aux quatre 

Courbes du premier genre , qui font le 
Cercle, la Parabole, tEUipfe & t Hy- 
perbole , page 134 

Section I X. Où ton donne la Méthode de conflruire les 
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- conjlruire les Problèmes indé termineront 
les équations excédent le fécond degré -, ou 
ce qui eft la même chofe , de décrire les 
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les Problèmes déterminez^ dont les équa- 
tions excédent le quatrième degré , P. m 
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AVERTISSEMENT 

POUR LES CITATIONS. 

L Es Articles font marquez par les chiffres Ro- 
mains I, II , III, £s ’c. ôc les n°\ par les chiffres 
Arabes. Par exemple , pour trouver cette citation , 
Art. 4. n Q . 6 , il faut chercher la page , où l’on 
trouve le chiffre Romain IV, & enfuite le chiffre 
Arabe 6, qui n’en efl: pas beaucoup éloigné. Pour 
une plus grande facilité , voici la Table des Arti~ 
clés, ; 


y 


. Digitized by Google 


TABLE T) ES ARTICLES 


A Rt icle I, pa g. i. Art. II, pag. 4. Art. III, 
pag. 10. Art. IV, pag. 21. Art. V,pag. 28. 
Art. VI, pag. 33. Art. VII, pag. 36. Art. VIII, 
pag. 79. Art. IX , pag. 66. Art. X, pag. 78. Art. 
XI, pag. 83. Art. XII, pag. 90. Art. XIII , pag 100. 
Art. XIV , pag. 1 1 7. Art. XV, pag. 1 34. Art. XVI , 
pag. 143. Art. XVII, pag. 147. Art. XVIII, pag. 
149. Art. ‘XIX , pag. 15:7. Art. XX, pag. 167. Art. 
XXI, pag. 17 1. Art. XXII, pag. 178. Art. XXIII, 
Pag. 189. Art. XXIV, pag. 201. Art. XXV, pag. 
212. Art. XXVI, pag. 235. 

MmâmmMâmmâMMMmâim&mm 

' , ou.. 

APPROBATION. * 

U!', Ci U-i 

J 'Ai 13 par ordre de Monlèigneurle Chancelier , le préfeht Manufcrit , St fil crû 
que la méthode St la clarté de cet Ouvrage , le rendroient fort utile. Fait à Pam 
ce 1 f Juillet 170+. 

Signe, FONTENELLE. 

* — i 

PRIVILEGE BV ROY. . J 

L OUIS PAR L A CRACI DE Dit O, Roi DE FRANCE ET »E 
Navarre; à nos Amci St Féaux Conleillers , les Gens tenans nos Coûts 
de Parlement , Maîtres des Requêtes ordinaires de notre Hôtel, Grand Confeil , 
Prévôt de Paris , Baillifs , Sénéchaux , leurs Licutcnans Civils St autres nos Jufti- 
ciers qu’il appartiendra, S Ator ; notre bien amé Gabriel-François Quicusna 
Filslmprimeur St Libraire-Juréde l Univcrlité de Paris ; Nous ajrantfàutemontret 
qu’il fouhaitcroit continuer à réimprimer, ou faire réimprimer Se donner au pu- 
blic, un Ouvrage qui a pour titre: Application lit f Algèbre à U Gtometrit ; S'il 
nous plaifoit lui accorder nos Lettres de continuation de Privilège lut ce necef- 
faircs ; offrant pour cet effet de le réimprimer , ou faire réimprimer en bon papier 
Se beaux caraétcres , fuivant la feuille imprimée & attachée pour modelé, fous le* 
contrefcel de ces Préfentes. A ess causes, voulant traiter favorablement le- 
dit Expofant ; Nous lui avons permis Se permettons par ces Prélentes, de faite 
réimprimer ledit Ouvrage ci-deflus fpécific, en un ou plufieurs Volumes , con- 
jointement ou (éparén)crt & autant de fois que bon lui fcmblera , fur papier & 
çarafteres conformes à ladite feuille imprimée Se attachée pour modèle fous notre- 


dit contrefcél, <tê Te vemke, faite tendre , dt déWtcr par tout norrr Royaume 
pendant le tems de huit années confécutiyes , icompter du jour de la dacdcfditc» 
Préfentes i Faifons défenfes à toutes fortes de perfonnes de quelque qualité 3c 
condition qu'elles liaient, d'en introduire d'imprcflion étrangeté dans aucun lieu 
de notre obcifTancc ; comme aufli à tous hnprluienrs , Libraires de autres, d'itnpri- 
ruer , faire imprimer , tendre , faire tendre , débiter , ni conttcfairelcdit Ouvrage 
ci-deflus expofe . en tout ni en partie , n» d'en faire aucuns extraits , fous quelque 
prétexte qne ce foie d'aigmen ration, cutrc/lian , changement de titre ou autre- 
ment, fans la pexmiflïon cxprclTc de pat écrit dudit Expolânt, ou de ceux qui au- 
ront droit de lui, à peine de con filtration des Exemplaires contrefaits , de quinze 
cens litres dkmende , contre chacun des contrevenant , dont un tiers à Nous, un 
tiers à l'Hôtcl-Dicu de Paris, l'autre tiers audit Expolânt, & de tous dépens, 
dommages dt intcièts : A la charge que ces Préfentes léront enrégiftrées tout au 
long fur le Régiftrc de la Communauté des Imprimeurs dt Libraires de Paris , dans 
trois mois de la date d'icelle ; que l'Impreflion de cet Ouvrage lésa faite dans 
notre Royaume 3c non ailleurs ; Et que l'Impétrant fe conformera çn tout aux 
Règlement de la Librairie, de notamment a celui du dixiéme Avril mj, de 
qu’avant que de l’expofet en vente, le Manufc.nr ou Imprimé qui aura fervi' de 
copie à l lmprcÆon dudit Ouvrage, fera remis dans le même état ou l'approbation 
y cura etc donnée , és mains de notre trés-chut dt Féal le Sieur Cuauvxlin, 
Chevalier, Garde des Sceaux de France , de qu’il en fera enfuite remis deux Exem- 
plaires dans notre Bibliothèque publique, un dans celle de notre Château du Loua 
vr;, dt un dans celle de notre très-cher dt Féal Chevalier Garde des Sceaux de 
France k Sieur Chacvilin , le tout â peine de nullité des Préfcnres , du contenu 
dcfquelles vous mandons de enjoignons de faire jouir l’Expofant , ou fes ayans 
caufes , pleirfbmcnt de paifiblemcnt , fans fouffrir qu'il leur foit fait aucun trouble 
ou empêchement : Voulons que b Copie dcfditcs Préfentes , qui lira imprimée 
tout au long , au commencement ou à la fin dudit Ouvrage, foit tenue pour dfic- 
ment lignifiée , te qu’aux Copies collationnées pat l'un de nos Amez dt Féaux 
Confeillers 3c Secrétaires, foi foit ajoutée comme à l’Original : Commandons ail 
premier notre Huiflierou Sergent, de faire pour l'exécution d’icrlles, tous Aélcs 
requis de neceflâires , fins demander autre permiflïon , de nonobflaut clameur de 
Haro , Chartrc Normande , 3c Lettres à ce contraires : Car tel eft notre plaifir. 
Donné à Paris le vingt-quatrième jour du mois d'Oélobre, l'an de grâce mil fept 
cens vingt-fept, de de notre Rcgne le treiziéme. Par le Roy en fon Confcil. 

DE SAINT HILAIRE. 

Régiftrc fur le Rxgiftre VI de la Chambre Royale iet Libraires (y Imprimeurs 
ie Paru, n°. 7x8 , fol. 1-91 . Conformément aux anciens Réglement , confirmés par 
ttbti du it Février 171.J. A Paris le trente-un Oflobrc , mil fept cens vingt-fept. 

Brunit , Syndic 
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INTRODUCTION 

A L' A P P L I C’A T I O N 

DE L’ALGEBRE 

A LA GEOMETRIE- 

I 

DEF INITIONS. 

’A l g e b r e eft l’Art de faire fur les let- 
tres de l’Alphabet, les operations quel’on 
fait fur les nombres, c’eft-à-dire, l’Addi- 
tion, la Souftradion, la Multiplication, la 
Divifion Sc les Extradions de racines. 

L’on fe fert des lettres de l’Alphabet préférablement 
à d’autres caraderes arbitraires , dont on pourroit egale- 
ment fe fervir, tant parcequ’on les connoît & qu’on les 
écrit avec plus d’habitude que tous autres caraderes, que 
parceque ces lettres ne lignifiant rien d’elles-mêmes, on 
peut s’en fervir pour exprimer tout ce qu’on voudra. 

Ce qui fait qu’on ne peut pas tirer le même avantage 
des caraderes Arithmétiques fie des Nombres , que des 
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lettres dans l’application de l’Algebre à tous les ufages, 
c’eft i° qu’après avoir fait quelques-unes des operations 
dont on vient de parler fur les lettres, on en connoît non 
feulement le réfultat , mais on connoît & on diftingue 
en même tems toutes les quantitez qu’il renferme ; ce 
qui n’eft point de même dans les réfultats des iticmes 
operations faites fur les nombres. 

Que les quantitez inconnues entrent dans le calcul 
auffi-bien que les connues, & que l’on opéré avec la 
même facilité fur les unes que fur les autres. 

30. Que les Démonftrations que l’on fait par le calcul 
algébrique font generales , & qu’on ne fejauroit rien prou- 
ver par les nombres que par indudtion. 

C’eft précifémeqj en ces trois chofes que confifte le 
grand avantage qu’on tire du calcul algébrique dans fon 
application à toutes les parties des Mathématiques, qu'on 
en démontre tous les Théorèmes , & qu’on en réfout 
tous les Problèmes avec autant de facilité qu’il y auroit 
de difficulté â faire les mêmes chofes félon la maniéré 
des Anciens. 

On s’eft accoutumé à employer les premières lettres 
de l’Alphabet a, b, e, d, Scc. pour exprimer les quan- 
titez connues , & les dernieres m,n,p,q,r,ft,*,x c ,p, 
pour exprimer les inconnues. 

1. Outre les lettres qu’on employé dans l’Algebre, il 
y a encore quelques autres lignes qui fervent pour mar- 
quer les operations que l’on fait lur les mêmes lettres. 
Ce ligne -s-, lignifie plus , & eft la marque de l’Addition. 
Ainft a-\-b, marque que b eft ajoutée avec a. 

Ce ligne — , lignifie moins- , & eft la marque de la Sou- 
ftra&ion. Ainfi a — b , marque que b eft foullraite de a. 

Celui-ci x , lignifie fois, ou par , & eft la marque de la 
multiplication. Ainli^x^, marque que aie b , font mul- 
tipliées l’une par l’autre. 

On néglige très-fouvent ce ligne, pareequ’on eft con- 
venu que lorfque deux ou plufieurs lettres font jointes 
enfemble fans aucun ligne qui fépare ces lettres , où les 
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quantitez qu’elles expriment , font multipliées, par exem- 
ple ab marque allez que a 6c b lè multiplient : mais on 
s’en fert toujours pour marquer que deux quantitez ex- 
primées par des lettres majulcules de l'Alphabet, fe mul- 
tiplient. Ainfi ABxCDî marque que la grandeur expri- 
mée par AB eft multipliée par la grandeur exprimée par 
CD. On employé encore le ligne de multiplication en 
d’autres occalions qu’on trouvera dans la fuite. 

Ce ligne = , lignifie égal , & marque qu’il y a égalité 
entre lesjjuantitez qui le précèdent , & celles qui le fui* 
vent. Ainli a— b marque que a eft égalé à b. 

Celui-ci > lignifie fins grand. Ainli a > b marque que 
a furpallè b. 

Celui-ci ■< lignifie plus petit. Ainfi a < b , marque 
que a eft moindre que b. 

Celui-ci oo lignifie infini. Ainfi x = oo , marque que 
x eft une quantité infiniment grande. 

i. Les lettres de l’Alphabet font nommées quantité^ 
algébriques , lorfqu’on les employé pour exprimer des 
grandeurs fur lelquelles on veut operer. v. 

3. Les quantitez algébriques font nommées fimples , 
incomplexes ou monomes , lorsqu'elles ne font point liées 
enfemble par les «lignes } a, ab,^ &c. font des 
quantitez incomplexes. 

4. Elles font nommées compofèes , ou complexes , ou 
polynômes , lorfqu’elles font liées enlèmble par les lignes 
•+■ & — 5 a-\-b , ab or bb } ab — bc •+• cd, , font des 
quantitez complexes. 

5. Les parties des quantitez complexes diftinguées par 
les fignes -+- & — font nommées termes, abs-bc — cd, 
eft une quantité complexe, qui renferme trois termes, 
ab,bc&c cd. Il y a quelques remarques à faire fur le mot 
de terme qu’on trouvera ailleurs. 

6. Les quantitez complexes qui n’ont que deux termes 
font nommées binôme si celles qui en ont trois, trinômes, 
&c. 

7. Les quantitez incomplexes qui font précédées du 

* '/ 


iv INTRODUCTION - , 

ligne -h, ou plutôt qui ne font précédées d’aucun ligne 
(car les quantitez incomplexes, & les premiers termes 
des quantitez complexes qui ne font précédées d’aucun 
figne font fuppofées être précédées du ligne -+- ) font 
nommées pofitives , & celles qui font précédées du ligne 
— négatives ; d’oii ii fuit que les quantitez complexes lont 
politives, lorfque les termes qui ont le ligne -+- furpalfent 
ceux oui ont le ligne — ; négatives, lorfque les termes 
précédez du ligne — furpalfent ceux qui font précédez 
du ligne -k % 

8. Les quantitez incomplexes , Se les termes des quan. 
tirez complexes qui contiennent les mêmes lettres font 
nommées femblables. labc & abc font des quantitez in- 
complexes femblables s } aab — laab-h^abb eft une quan- 
tité complexe qui renferme deux termes femblables ^aab 
&— taabi le troiliéme terme ±abb, n’a point de femblable. 

9. Pour s’appercevoir plus facilement de la fimilitude 
des quantitez algébriques , il faut toujours écrire les pre- 
mières lettres de l’Alphabet les premières , & les autres 
dans leur ordre , c’eft-à-dire par exemple, qu’au lieu 
d’écrire bac , ou cab, il faut écrire abc. 

1 o. Les nombres qui précèdent les quantitez algébri- 
ques font nommez coefficiens. • 

Dans cette quantité aa ■+• $ab •+• j\J>b , 3 & 4 font les 
coefficiens des termes 3 ab, èc 4 bb. L’on prend l’unité 
pour coefficient des quantitez qui ne font précédées d’au- 
cun nombre, & quoique l’on n’ait point accoutumé de 
l’écrire, on la doit neanmoins toujours fuppofer. Ainfi aa 
doit être regardée comme s’il y avoit iaa. 

Réduction 

Des quantité \ complexes algébriques à leurs plus 
Jimplcs exprejjions. 

ii.Il faut ajouter les coefficiens des termes femblables , 
lorfqu’ils ont le même figne h- ou — , & donner à la 
fomme le même figne : & lorfqu’ils ont difièrens fignes. 
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il faut fouftraire les plus petits coefficiens des plus grands, 
& donner au refte le ligne du plus grand. Ainli 3 ab-+- 
1 ab étant réduite , devient j ab } 4 ^ ic -+• 4 ab — Gab de- 
vient \ac-\ab\ 3 a — devient — ia> }abc — abc, ou 
}abc — 1 abc, devient labc. Il en eft ainfi des autres. 

Dans tous les calculs algébriques , il ne faut jamais 
lailler de termes femblables fans être réduits. 

Addition 

% 

Des quantitez^algebriqttes incomplexes & complexes. 

1 1. 1 L n’y a qu’à les écrire de fuite , ou au-deflous les 
unes des autres avec leurs lignes , Sc réduire enfuite lés 
termes femblables, & l’on aura la fomme des quantités 
qu’il falloit ajouter enfèmble. Ainfi pour ajouter 3 ab — 
4-bc-t- yr d avec 1 ab — 3 cd, l’on écrira 3 ab — 4 Jbc ■+• $cd 

1 ab — }cd, qui fe réduit à y ab — 4 bcn-icd. Pour 
ajouter y abc — ^bcd avec y abd — Safic-t- 6 bcd,l’on écrira 
J abc — \bcd-*r jabd — %abc-+- 6 bcd, qui fe réduit à y abd 
— 3 abc-*- ibcd. Pour ajouter 6 a — 3 b avec 1 a-h 3 b, l’on 
écrira 6 a — $b-*-ia -*-$b, qui fe réduit à 8 a. Il en eft 
ainli des autres. 

Soustraction 

Des quantitcz^algebriques incomplexes & complexes. 

1 3 . 1 L n’y a qu’à les écrire de fuite , ou au-defibus l’une 
de l’autre en changeant tous les lignes de celles qui doi- 
vent être fouftraites 5 & l’on aura apres la rédudion des 
termes femblables , la différence des quantitez pro- 
pofées. 

Pour fouftraire 3 a — ib-hic de 5 a — 3 yr, l’on 
écrira 5 a — 3 b — yr — 3 a-*- ib — 3 c, qui fe réduit à 1 a — 
b — 8r. Pour fouftraire 3 ab — xbc-i- icddc ^ab — ^bc ■+• 
•+■ 1 cd, l’on écrira y ab — qbc-hicd — 3 ab-h ibc — îcd , 
qui fe réduit à 1 ab — ibc. Il en eft ainfi des autres. 

a iij 
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Multiplication 

Des quantité s; algébriques incomplexes , & de leurs 
puijfances. 

14 O N eft convenu que pour multiplier deux ou plu- 
fieurs lettres , il n’y a qu’à les écrire de fuite làns aucun 
ligne qui les fépare, & l’on aura le produit cherché. Ainfi 
pour multiplier a par b , l’on écrira ab. Pour multiplier 
ab par ac, l’on écrira aabc. Il en eft ainfi des autres. 

Il y a fouvent des nombres , ou coefficiens qui précè- 
dent les quantité! algébriques qu’il s’agit de multiplier ; 
il faut aufli avoir égard à leurs lignes. Voici la réglé qu’il 
faut fuivre. 

i y. On multipliera les coefficiens, enfuiteles lettres, 
& on donnera au produit le ligne li les deux quantité! 
font précédées du meme ligne -+- ou — , & on lui don- 
nera le ligné — , li l’une des quantités elt précédée du 
ligne l’autre du ligne — . 

Pour multiplier 3 a par ib , on dira crois fois deux font 
lix , a par b fait OU donne , ou eft égal à ab ; ainfi l’on 
aura (>ab pour le produit de 3 a x ib. De même 3 ab 
x — zab ==• — Caabb. — 3 ab x — icd = ■+■ Gabcd. 5 ab x 
cd , ou i cd = y abcd . aab x abb — aaabbb , ou a' b : car 
lorfque la même lettre fe trouve plus de deux fois dans 
un produit , on l’écrit feulement une fois , & l’on écrit 
à fa droite un caraétere arithmétique qui exprime com- 
bien de fois cette lettre doit être écrite. Ainfi pour aaaa , 
l’on écrira a’ i pour aaabbb , l’on a écrit a 1 V » on peut 
auffi pour aa écrire a'i pour U, b\ &c. 

D E* F I N I T I O N. 

1 6. L E cara&ere arithmétique qui marque combien 
de fois une lettre doit être écrite dans un produit, eft 
nomm iexpofant. Ainfi dans a'b*, 3 eftl’expofanr de 
celui de b, dans a'b, 3 eft l’expofantde**, & 1 l’éxpolânt 
de b : car quand une lettre eft lèule, ou qu’elle ne doit 
être écrite qu’une fois dans un produit, on doit fuppofer 
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qu’elle a pour expolânt l’unité , quoiqu’on ne l’écrive 
point. Ainfi a exprime la même chofe que a , ou i a, 
ut'b, la même que a' b', &c. 

Remarque. 

17 De même que la multiplication de deux lignes 
droites engendre ou produit un re&angle, ou un quarré, 
fi elles font égales -, la multiplication de trois lignes 
droites , un parallélépipède , ou folide * ou un cube , 
fi elles font égales : par la même raifon les Algebriftes 
appellent redangle algébrique, le produit de deux let- 
tres différentes, comme abi quarré algébrique, le pro- 
duit d’une lettre par elle-même , comme aa ou ai foli- 
de algébrique, le produit de trois lettres diffèreptes com- 
me abc , ou aab i cube algébrique, le produit d’une lettre 
multipliée confécuti vement deux fois par elle-même, com- 
me aaa, ou <*’,ou b\ Mais ils n’en demeurentpas là,& quoi- 
qu’il n’y ait point dans la nature de foifde qui ait plus de 
trois dimenfions , ils ne laiflent pas que d’en imaginer 
d’algebriques dont le nombre de dimenfions va à l’infini, 
comme a ’ , a*, a\ a\ a' b , aabb , a'bb , a' b*, &c. Et ces 
quantitez algébriques font d'autant plus compofées, que 
le nombre de leurs dimenfions eft graSd ; de forte qu’un 
produit algébrique qui a quatre dimenfions , eft plus 
compofé que celui qui n’en a que trois * celtii qui en a 
trois, eft plus compofé que celui qui n’en a que deux, 
&c. Et le nombre des dimenfions d’un produit algébri- 
que eft égal au nombre d’unitez que contient la fomme 
des expofans des quantitez qui le forment. Par exemple, 
a'b eft un produit de quatre dimenfions , pareeque 3 ex- 
pofant de a , -+* r expofant de b= 4. a'b' eft un produit 
de fept dimenfions, pareeque 3-1-4 = 7. Il en eft ainfi 
des autres. 

Ils appellent ptttffltnce, ou degré , le produit d’une quan- 
tité algébrique multipliée par elle-même une fois , deux 
fois, trois fois, & ainfi à l’infini. Ainfi a y ou a eft le 
premier degré , ou la première puiflance de a) aa ou a\ 
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le fécond degrc , ou la fécondé puiilàncc , ou le quarré 
de ai a\ le troifiême degrc, ou la t roi (le me puiflànce ou 
le cube de ai a\ lequatriême degrc, ou la 4' puiflànce,. 
ou le quarrc quarrc de a ; a\ le cinquième degré , ou la y 
puilfance, ou le quarré cube de ai a\ le fixiême degré, 
ou la fixiême puilfance, ou le cube cube de ai a\ le fep- 
tième degré , ou la feptiême puiilàncc de a, & ainfi à l’in- 
fini, d’où l’on voit que les puillànces tirent leur nom de 
leurs expofans. 

18. Une puiflànce peut aufli être regardée comme le 
produit de deux puillànces, ou comme la puiflànce d’une 
autre puillance : ainfi a’ peut être regardée comme le 
produit de a' x a\ ou comme la féconde puillance de a % , 
ou comme la troifiême de a'. 

19. Il y a aulR des puiflànces faites du produit de deux 
ou plufieurs lettres multipliées l’une par l’autre : ainfi 
aabb , eft la fécondé puilTance de ab ; ou a'b\ la troifiê- 
me puilTance de abb. Il en eft ainfi des autres. 

De’ FINITION. 

xo.Sl deux quantitez différentes, ou égales forment 
un produit ou une^puiflànce , ces quantitez lont nommées 
cbtez^ ou racines de ce produit ou de cette puilTance. Ainfi 
a & b font les cotez , ou les racines de ab i a le côté ou la 
racine de aa , &c. 

Formation 

Des puijfances des quantité ^ incomplexes. 

I L eft évident ( no. 1 7 ) que pour élever une quantité 
incomplexe à une puilTance donnée, il n’y a qu’à mul- 
tiplier cette quantité par elle- même autant de fois moins 
une que l’expofant de la puiflànce donnée contient d’uni- 
tez. Ainfi pour élever ab à la troifiême puiflànce, il faut 
multiplier ^ deux fois par elle-même, ce qui donnera d'b\ 
11 en eft ainfi des autres. 

zz. 
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1 1. D’où il eft alfé de TOir qu’on peut faire la même 
chofe d’une maniéré plus courte , en multipliant les Ex- 
pofans de la grandeur donnée par l’Expofant de la puif- 
lance à laquelle on veut élever cette grandeur. Ainfl la 

• Il IX) IX) ) I 

3e puiflance de ab , ou a b eft a b ~a b ', la 4e puif- 

- » )X4 U ) il 

lance de a eft a =<* i la 3 e puiflance de aab , ou a b 

IX) )X) < » • » 

eft a b = a b ; la 3e puiflance de — a, ou — a 

eft — a ~ — a’ » la quatrième puiAànce de — a ou 
1 1x4 4 «• 

— ? a eft — a — — a, Sce n general la puiflance n de a 

w* • n mn 

eft a ' . La puiflance n de — a eft , félon que n li- 
gnifie un nombre pair, ou impair. 

23. Il eft clair (n°. 14, & 1 5 ) que pour multiplier un 
produit ou une puiflahee par un autre produit , ou par 
une autre puiflance où lé trouvent lesipêmes lettres , il n’y 

a qu’à ajouter leurs Expofans. 

1 

b 


s » » 1 I 

— a i a b x a b = a 


.»♦» 41 | -S 

= a b > 


i-t 


Ainfl a x a = 

-i 

axa = a 

l-J o 

— a = a = 1 . On verra dans 

t 

la fuite ( art. 1 . n°. 3 3 . ) pourquoi a — J . , & pourquoi 


-a 


: — ; axa 


1. 


Multiplication 


Des quantité ^ complexes algébriques , & de la Formation 
de leurs puijfancts. 


Réglé.' 

* 4 - O N multipliera tous les termes de l’une des quan- 
titez par chacun de ceux tle l’autre , en obfervant les 
Réglés preferites n°. 14^ & 15 , & l’on aura le produit 
total que l’on réduira ( n°. 11. ) à fa plus Ample expreffion. 
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Exemples. 

» y. So, T la quantité A. a Or\b — c. 

à multiplier par B. xa-^jb. 

Produits particuliers. fàrZtaÏM-Mc.' 

Produit total. £. tau ■+■ 1“b — xac -+- Gbb — 3 bc. 

Le premier terme 1a de la quaiftité B multipliant tous 
les termes de la quantité A donnera la quantité C. 

Le fécond terme 3 b de la quantité B , multipliant tous 
les termes de la quantité A donnera la quantité J D ; & 
ayant fait la réduction des deux quantitez C 8c D , l’on 
aura la quantité E qui fera le produit des deux quantitez 
Aie B. Donc as-xb — c x xa -*• }b = îaa ■+■ jab — tac 
*♦* 6bb—~- }bc. 

26. Soit la quantité A.aa-*-bb. 

à multiplier par B. aa — bb. 

\ Produits pârticnUer ’ 

produit total. £ % a * — £*. 

Le premier terme aa de la quantité B , multipliant la 
quantité A produit la quantité C. Le x* terme — bb de 
la quantité B multipliant la quantité A produit la quan- 
tité D,£e en réduifânt les prod uits pa rtic uliers C 8c D , 
l’on a le produit total E. Donc aa-\-bb x aa — bb = a 
— b\ 

17. On fe contente quelquefois pour exprimer la mul- 
tiplication de deux quantitez complexes , d’écrire entre 
deux le ligne de multiplication. 

Ainfi pour multiplier a-\~b par a — b , l’on écrit a-*rb 
x a b t ou a + b x â~—b. Il en eft ainli des autres. 

Formation 
Des puijfatues des quantité^ complexes. 

28. P O o R élever une quantité complexe à une puilîan- 
ce donnée, il faut, comme pour les quantitez incomple- ^ 
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ses , la multiplier confécutivement autant de fois moins 
une que l’cxpofant de la puilfance donnée contient d’uni- 
tez. Ainfi pour élever a ■+■ b , à la je puiflance, il faut 
( n°. 14.) multiplier a-t-b par a-*-b, ce qui donne aa-+- ub 
-*-bb, qui étant encore multipliée par a-*~b, donne <*’ 
}aab ■+• 3 abb -4- b' , qui eft la 3e puillance, ou le cube de 
a b. Il en eft ainfi des autres. 

On peut abréger l’operation lorfqu’il s’agic d’elever un 
polynôme au.quarré. 

19. On écrira le quarré du premier terme h- ou — 
deux fois le re&angle ou produit du premier par le fécond, 
•+■ le quarré du fécond ; 8c cçs trois termes feront le 
quarré cherché , fi c’eft un binôme. Mais fi c’eft un tri- 
nôme , on écrira encore •+• ou — deux fois le produit 
des deux premiers par le troifiême le quarré au troi- 
fiême. Si c’eft un quadrinome , on écrira encore -t- ou 
— deux fois le produit des trois premiers par le quatriè- 
me. -+- le quarré dq quatrième, St ainfi ae fuite. Ainfi 
le quarré de a — ittb •+• bb~*~ îac — xbc 

-+- cc. 

On a mis ici cette abréviation , pareeque l’on a très- 
fouvent befoin de cette operation dans l’application de 
l’Algebre à la Geometrie. 

Voici une abréviation plus confiderable pour clever un 
binôme à une puiflance quelconque. 

30. L’on écrira au premier terme la première lettre du 
binôme elevée à la puiflance donnée ^ au fécond la même 
lettre élevée à une puiflance plus bafle de l’unité, 8c mul- 
tipliée par la féconde lettre s au troifiême, la même lettre 
élevée à une puiflance encore plus baffe de l’unité 8c mul- 
tipliée par le quarré de la fécondé j 8c ainfi de fuite, en 
abaiflant à chaque terme la puiflance de la première let- 
tre de l’unité , 8c élevant au contraire celle du fécond de 
l’unité ,.jufqu’à ce que l’on arrive au terme, où la même 
première lettre n’aura qu’une dimenfion qui fera le pé- 
nultième i 8c l’on écrira au dernier terme la féconde let- 
tre élevée à une puiflance égale à celle du premier. Ainfi 
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pour élever a-*- b à la quatrième puiflance, l’on écrira 
yt. a dra y b-*-~âabb-¥-ab -4-^ 4 . Si le binôme eft tout pofi- 
tif, tous les termes de la puiflance auront le ligne -t- * fi 
la féconde lettre eft négative, les termes où elle fe trou- 
vera élevée à une puiflance impaire, ou dont l’expofant 
eft un nombre impair, auront le ligne — , & tous les autres 
le ligne comme on voit dans la puiflance A: 

Il refte encore à trouver les coéfficiens * en voici la 
Méthode. • • 

• On donnera au fécond terme pour coefficient I’expo- 
•fant du premier - on multipliera le coefficient du fécond 
par l’expofânt que la première lettre a du binôme a au 
même fécond & le produit divifé par z , fera le coefficient 
du troifiême. De même, le coefficient du croifiême mul- 
tiplié par l’expofânt que la première lettre a au même 
troifiême * êc le produit divifé par j , fera le coefficient 
dû quatrième ) & ainfi de fuite. De maniéré que le 
«efficient d’un terme quelconque multiplié par l’expo- 
fànt que la première lettre du oinome a dans le même 
terme , & le produit divifé par le nombre qui marque 
Je^ëu ’que ce vhêmè terme -occupe dans l’ordre des ter- 
mes de la puiflance^' eft le coefficient du terme fuivant. 
Ainfi la 4e puiflance du binôme a-+-b entièrement for- 

. Idée eft, • * 

a* -+- 4 a 1 b (xtabb+^ab' -+- b ♦. Il en eft ainfi des autres. 

S’il y a quelque nombre entier ou rompu qui précé- 
dé l’un des deux , ou tous les deux termes du binôme, 
on multipliera le coefficient de chaque terme de la puif 
fance par une puiflance de ce nombre égale à celle où la 
lettre qu’il précédé y eft élevée. Ainfi pour élever a\- z b 
à la 3e puiflance, l’on y élevera premièrement *•+■ b, 
& l’on aura 3*^-+- $abb -+- b ' , l’on multipliera en- 
fuite les coefficiens- des termes où b fc rencontre par la 
puiflance de z égale à celle où b y eft élevée, c’eftd-dire 
que l’on multipliera 3 aab par 1 , 3 abb par 4, & b‘ par 8 , 
& l’on aura a' -*• (>t*ab 1 z abb-*- 8 b ' , qui fera le cube de 
a ■+■ ib. 
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On peut auffi clever par les mêmes réglés un binôme 
quelconque p-t-q à une puiflànce indéterminée m(m li- 
gnifie un nombre quelconque entier ou rompu, pofitif ou 
négatif) qui léra , 

» »— I » — I m 1 X MB C m - s 

p -*• mp q ■+■ m x p q ■+■ m x x 

» » î 
■ 1 | « » > »— | m 4 4 

/ q ■+■ m x x x /> q , &C. Où l’on 

* i 4 

voit que la première lettre p du binôme a pour expofanc 
dans cous les termes , m moins un nombre entier ; c’eft 
pourquoi fi ce nombre entier fë trouve dans quelqu’un 
égal à m, l’expofànt de p y fera =o y 2c par conféquenc 
p = i , 2c ce terme fera le dernier de la puiflànce m du 
binôme p-+-q. tyais fi ce nombre entier, ne fe trouve ja- 
mais = m, la puiflànce m du binôme p -+- q pourra être 
continuée à l’infini. 

3 i. Le binôme p -h q élevé à la puiflànce m, comme 
on vient de faire, peut fervir de fbmftilc generale, pour 
élever un binôme , ou un polynôme quelconque à une 
puiflànce donnée. 

Soit par exemple iax — xx qu’ilfaut élever à la y puiflànce. 
Ayant fuppofé iax=p , — xx — q, 2 c m= 3, l’on 
fubftituera à la place de p , de q , & de m , leurs valeurs 
lax, — xx , 2c 3 ; 2c en la place des puilîànces de.^ 2c 
de q, les puiflànces égales de leurs valeurs iax &c — xx, 
2c l’on aura — 1 taux*-*- 6 ax' — x 6 pour la puiflànce 
cherchée : car m devient = 3 au quatrième t£rmfc de la 
Formule. De même pour élever a-\-b — c à la troifiême 

{ tuiflànce. Ayant fuppofé a = p, b — c — q, 2 c m= 3, 
’on aura apres les fubftitutions a* •+■ 3 aab -+- 3 abb -4- b 1 
— }aac— 6 dbc-*- }acc—~ ibbe-*- ibcc — r*. 11 en eft; ainlt, 
des autres. , 

3 1. On fc contente quelquefois pour élever un poly- 
nôme à une puiflànce donnée, d’écrire à fa droite l’ex- 
pofant de la puiflànce à laquelle on le veut élever. Ainfi 

pour élever a -+- b au quarré, on écrit *-*-b } pour l’éie-' 

b iij 
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ver au cube , l’on écrit a -+- b j flc en general , pour éle- 

ver a-\~b à la puiflance m, Eon écrit a-+_b. m fignifie un 
nombre quelconque entier W rompu , pofltif ou négatif. 

33. Il eft clair que pour élever une puiflance quelcon- 
que d’un polynôme , formée comme on vient de dire , 
à une puiflance donnée , il n’y a qu’à multiplier l’expo- 
fant de l’une par l’expofant de l’autre. Ainfi pour élever 

a+-b à la 3e puiflance, l’on écrira a-t-b =a-*-b . 

pour élever a + b au quarré, ou à la i' puiflance, l’on 

- - 1 m m 

écrira a + b . Pour élever a-*-b à la puiflance n, l’on 

•* ’ 1 »• , 
écrira a+ b ; Il en eft ainfi des autres. 

34. Il eft encore évident que pour*multiplier deux 
puiflances de la même quantité complexe, formées com- 
me on a dit n°. 31. il n’y a qu’à ajouter enfemble leurs 

expofans. Ainfi potir multiplier a ■+■ b par a-*- b , l’on 

r 1 -J 

écrira a ■+■ b = a-t- b ; — c * a-\- b — c = 

»-r " i 

a -f- b — c ==*-* -b — C 


i 

— b * a — b = 


» a - 4 - b 


x a 1 


= a -+■ b 


a b = , 


= a-*-b — J. 


DIVISION 

Des quantité ^ algébriques incomplexes & complexes. 

Réglé Generale. 

3 J. O N écrira le divifeur au-deflous du dividende en 
forme de fraâion , & l’on prendra cette fraâion pour le 
quotient de la divifion. En effet , puifque toute divifion 
numérique exprimée, comme on vient de dire, eft égale 
à fon quotient, par exemple -Li = 3 5 J i = j , & quelle 
peut par conlèquent être prife pour fon quotient 5 il en 
doit être de même des divifions algébriques. Ainfl 
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pour divifer ab par r, l’on écrira pour divifer aa ■+• 

U par c-i-d y l’on écrira -- - } &c. 

c-\-d 

36. Mais comme il eft toujours neceflaire de réduire 
les quantités algébriques à leurs plus fimples exprefTions 
lorfqu’il eft polîible , & que les divifions , ou frayions 
dont on vient de parler , n’y font pas toujours re'duites , 
il faut donner lés réglés neceflaires pour cet effet. 

Il y a differentes maniérés , ou plutôt, il y a dés cas où 
il faut operer d’une certaine manière * d’autres , où il 
faut operer d’une autre maniéré pour réduire les Ra- 
dions, o» les divifions à leurs plus fimples termes. Nous 
ne donnerons à prefent que le cas où l’operation eft celle 
qu’on a toujours nommée divifion * les autres retrouve- 
ront ailleurs. 

DIVISION • 

Des quantités incomplcxts. 

37. 1 L eftévident(n°. r4.de 15) que lorfque le dividende eft 
le produit du divifeur par une autre quantité quelcon- 
que , le quotient fera le dividende , après en avoir effa- 
cé le divifeur. Ainfi le quotient de ab divifé par a eft b , 
c’eft - à - dire que ^ > le*qu° tienc àe abc divifé par 

ab eft c , c’eft-à-dire que — = c ; de même — a ■> 

* ab 

= ab, Il en eft ainfi des autres. 

aab 

Il y a fouvent des nombres autres que l’unité qui pré- 
cèdent ou le dividende , ou le divifeur , & quelquefois tous 
les deux. Il faut aufli avoir égard aux lignes. Voici la ré- 
glé qu’il faut obfèrver. • 

38. On divifera par les réglés de la divifion numérique, 
le nombre qui précédé le dividende par celui qui précé- 
dé le divifeur , & ( n’. 37 ), >es lettres du dividende par 
celles du divifeur , & l’on donnera au quotient le ligne ■+■ 
fi le dividende U le JKfeur ont tous deux le meme 
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ligne ou — j &fi l’un a -t- & l'autre — , l’on donnera 

au quotient le ligne — . Ainfi le quotient de nab par 3 a 

elt 4 b : car — = 4, & — = b y Ce partant — = 4 b. 

De même — = — 3* . — r «= — 5 ab , 

= 4 aab. Il en eft ainfi des autres. 


39. Si le dividende Ce le divileur font x lèmblables , Ce 

égaux , le quotient fera l’unité. Ainfi — = 1 ; = 1. 

• r • 1 * * 

Ce qui luit de ce que toute quantité fe mefure , ou fe 
ccÉticnt elle -même une fois. 

40. Il arrive Couvent que les nombres fe pœvent di- 
vilèr , & que les lettres ne fe peuvent pas ditifer -, Ce au 
contraire, auquel cas il faut divifer ce qui fe peut divifer , 

Ce JailTer le relie en fradiorî. Ainfi — — — } — = if. 

< * i** , 

41. Lorfque ni les nombres , ni les lettres ne fe peuvent 
divifer , on écrit le divileur au dellbus du dividende en 
forme de fradion i Ce c’eft en ce cas qu’il eft neceflaire 
de prendre cette fradion pour le quotient de la divi- 

lion. Ainfi pour divifer a par b , l’on écrira ; pour di- 


vifer 3 ab par zr, l’on écrirai! , ^our divifer— iab pai 
3 r, l’on écrira^ , ou ^ pour ^ ^ ^ ^ 

l’on écrira -Tl-, OU pour divifer— 4^ par— 3 r, l’on 

écrira Zr ou On trouvera ailleurs là raifon des 
changemens de lignes que l’on vient de faire. ’ 

Si l’on multiplie le quotient Aine divifion par le diri 

rio“n ’ & U f 1 qUa ? tité i divifer : car la nmltiplica- 

contr “ es ■ 

4 i- Il eft clair ( n°. 21 & 37) que pour divifer une puif. 

iânee 
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Tance quelconque d’une quantité incomplexe par une 
puiflance quelconque de la même quantité , il n’y a qu'à 
louftraire î’expofant du divifeur de l’expofant du divi- 

. *« I - » ,*11 4-J I-I 

dende. Amii — = a = a ; — = a b ~abbi 



» - 1 , ,< » - 1 - » 
a — ( n °. i j ) i j ——a =a 

<T r-r 

’ — = <* = 1 > &c • 

DIVISION 



Des quantité complexes. 

43 - L O k s qu E le dividende eft le produit du divifeur 

S >ar quelqu’autre quantité, il eft clair que la diviûon fê 
era toujours exa&ement aulS bien que celle des quan- 
titez incomplexes. 

Or il eft fouvent aifé de voir fi une quantité que l’on 
veut divifer par une autre quantité , eft le produit de la 
quantiré qui doit être le divifeur par une troifiême quan- 
tité } & alors le quotient fera cette troifiême quantité. 
Ainfi ax — bx divifée par* — b , donne au quotient*: 
car ax — bx eft le produit de a — bx x; & ax bx di- 

vifée par *, donne au quotient a — b. Pareillement 
=.**,& **=&*.*= a * — bb, éc. 

44. Lorfqu’on ne peut pas aifément voir fi une quan- 
tité complexe peut être divifée par une autre quantité 
complexe , il faut l’examiner par la réglé qui fuit, qui eft 
celle qu’on appelle divifion. 

4j. Pour faire plus facilement la divifion des quanti- 
tez complexes, on examine dan| les deux quantitez que 
l’on veut divifer l’une par l’autre, quelle eft la lettre qui 
fe trouve le plus fréquemment avec des dimenfions dif- 
ferentes ; &c l’on écrit dans l’une & dans l’autre quan- 
tité le terme , où cette lettre a plus de dimenfions , le pre- 
mier, & enfuite les autres termes , félon l’ordre des puif. 
fanccs de la même lettre. Quelques-uns appellent cette 
lettre, lettre dominante. 




c 



INTRODUCTION. 



fuivant les réglés de la divifion des quantitez incomple- 
xes, on divifc le premier terme du dividende par le pre- 
mier du divifeur, & l’on écrit le réfultat, ou quotient à la 
droite du dividende. On multiplie cous les termes du 
divifeur par le quotient; 8c l’on fouirait le produit du di- 
vidende , ce qui fe fait ( n°. 1 3 ) en écrivant le même pro- 
duit au-deflous du dividende avec des lignes contraires ; 
& on fait; enfuitc la réduction, en regardant le dividende 
& ce produit comme une feule quantité. 

• On divife de nouveau les quantitez qui viennent après 
la rédudion par le même divifeur , ce qui donne un nou- 
veau terme au quotient ; 8c on achevé cette fécondé ope- 
ration comme on a fait la première. On réitéré encore la 
même operation autant de fois qu’il eft néceflaire,ou jul- 
qu’à ce que la redudion devienne nulle, ou égale à zéro ; 
ce qui arrive toujours lorfquc la quantité à divifer cil le 
produit du divileur par une troifieme quantité, qui éft le 
quotient de la divifion. Les exemples éclairciront la 
réglé. 


Ayant écrit le dividende & le divifeur comme on vient de 
dire, l’on opéré en cette forte en prenant a pour la lettre 
dominante. 




a' Rédu. B o -+- abb — b ‘ 


O -+- abb — b ‘ 
— abb -+- b* 


Produit. 

3' Rédu. C 


o o 
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Le premier terme -b- a' du dividende divifé par le pre- 
mier -t- a du divifeur donne pour quotient •+- aa , & mul- 
tipliant le divifeur a — b par le quotient a a , l’on a a' 

— aab , & ayant écrit — a" ■+■ aab au - deflous du divi- 
dende , & fait la Rédudion , l’on aura la quantité A , 
que j’appelle première Rédudion. 

Le premier terme — aab de la première Rédudion A 
divifé par le premier -+- a du divifeur , donne pour quo- 
tient — xab , & multipliant le divifeur a — b par le nou- 
veau terme du quotient — xab , l’on a — xaab ■+- xabb î 
& ayant écrit -+- xaab — xabb au-deffous de la première 
Rédudion A > l’on aura la fécondé Rédudion B. 

Le premier terme -t- abb de la fécondé Rédudion B , 
divifé par le premier -+- a du divifeur donne’ pour qud- 
tient - 4 -bb, multipliant le divifeur a — b par ■+■ bb , l’on 
a •+■ abb — b' 5 & ayant écrit — abb -+- b' au-deflous de 
la fécondé Rédudion , l’on aura zéro pour la .croifiême 
Rédudion , qui marque que la divifion eft faite , 8c par 

confequent que *' — '“ k — aa — la b + 


Exemple IJ, 

48. Divifeur. Dividende. Quotient, 

aa — ab -+- cd. Ça * — aabb -+- xabcd — ccdd 

Produit. \ — a 4 à b — aacd * 

Première Réd. o -t- a'b — • aabb — aacd ■+■ xabcd — ccld 
Produit. — a'b -+■ aabb — abcd 


} 


aa -f- ab — (d. 


Çeconde Réd. o o — aacd -+- abcd — ccdd 
Produit. a acd — abcd -h ccdd 

Troifiême Rédudion. 0 00 


Donc 


g* — aabb 4- xabcd — ccdd 
aa — ab -t-id 


= aa-*- ab — cd. 
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• Exemple III. 

49. Divifeur. Dividende. Quotient. 

cy+ady'+b'yy—a ? 4 4 

-Ma-bb.\ -My'-Jyy-ra'bby 

l _ Ç — h by ■+■ 




Produit. 


1 -*-«?• / 


Ç o-+- xaay* ■+■ b'yy — a‘ 
t"Rcdudion.*x — bby* — ayy — xa'bb 
C • — aab' 

Produit. * J -taay'+xa'yy 

| -+- x aabbyy 

C — bby * ■+• b' y y — a ? 

t* Rcdu&ion.^ -» -syy —xetbb > 

C -f- 1 aabbyy — aab' J 

Produit. | 


J' 


ion.' 


0 - 1 - — <* J 

-+- aabbyy — 1 abb\ 
—raab* ! 


Produit. 

Cr/r: 


f — a\y •+■ a \ 
\ -4- a'bb / 

'*» - ■ {— } 

j' Rédudion. 

Donc 


y aay'-\-b'yy -**~a ~y •+• xaayy 4- a* 
— xbby' — — xafbb —bby y aabb. 


— aab' 
yy — aa — bb 
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XX) 


jo. Divifeur. 

3XA 

Produit. 


Dividende. 


Quotient. 


3 xx — aa. f jx 4 4 - n ax — 4 a’x — <* 4 \ 3 xx 4 - 4 *x -*-aa. 

c - l— 9 * + - 


• 3 aaxx 


■S 

f 


i re Rédu&ion. o 1 iax< + jaaxx — 4a'x — 

. . I 


Produit. 

i c Rédu&ion. 
Produit. 

3 e Rédu&ion 

Donc ?* 4 


— 1 iax' 


-+-44 x 


4- 3 aaxx — a* 
— 3 aaxx 4 - a* 


uax‘ — 4«*x — a* 


= 3 xx 4 - 4^x -+- aa. 


jxx — aa 

ji. Il y a des divifions qui ne fe font qu’en partie, ce 
qui arrive lorfqu’il vient une Rédu&ion ou toutes les let- 
tres du divifeur ne fe trouvent plus, ou bien ne s y trou- 
vent point dans l’état & dans l’ordre qu’elles gardent dans 
le divifeur : 6c en ce cas, l’on écrit le divifeur au-dellous 
de la derniere Rédu&ion , ce qui forme une fraûion que 
l’on ajoute au Quotient, comme on va voir dans l’exem- 
ple qui fuit. 

. --Exemple V. 

ji. Divifeur. Dividende. Quotient, 

ac — dd. f aabc 4- ad — abdd — ccdd 4 - d' \ab 4 - CC. 
Produit. \ — aabc 4- abdd J 


i K Rédu. — o 4 -ac' 
Produit. — ac' 

i« Rédu&ion. o 

Donc aabc 4- ad — abdd — 
ac — dd 


Ccdd 4 - d' 

4- ccdd 


ccdd 4- d* 


O+i* 

xx ab 4 - 


cc- 


ac — dd 


j 3. Il y a des divifions que l’on pourroit continuer, 
meme à l’infini , quoique tous les termes du divifeur ne 
fe trouvent point dans la derniere Rédu&ion : mais le 
Quotient deviendroit plus compofé , & la divifion de- 
• t ‘0 
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viendroit inutile -, c’eft pourquoi, dans ces fortes de divi- 
sons , il eu faut demeurer à l’endroit, où le Quotient eft 
le plus fimplc qu’il puifle être. 

j4_ Il arrive auffi fort Souvent que les cocficiens, ou 
les nombres qui precedent les termes, ou quelqu’un des 
termes d^ dividende , ou du divifeur , empêchent que la 
divilîon ne fe fade, quand même toutes les lettres feroienc 
dans l’une 8c dans l’autre difpofées de maniéré que la di- 
vifion fe pût faire. 

j j. Il y a auffi des divilîons qui ne fe peuvent point du 
tout faire -, ce qui arrive lorfqu’aucun des termes du di- 
vifeur ne fe trouve point tout entier dans aucun de ceux 
du dividende : & alors on écrit le divifeur au-deffous du 
dividende , ce qui forme une fra&ion que l’on prend pour 
le Quotient de la divifion, comme on a dit n°. 34. 

L’on a Souvent befoin de connoître tous les divifeurs 
d’un nombre donné , 8c d’une quantité algébrique donnée 
pour choifir celui d’entr’eux qui convient à de certaines 
operations que l’on eft obligé de faire; c’eft pourquoi nous 
en allons donner ici la Méthode. 

METHODE 

Pour trouver tous Us Divifeurs d'un nombre donné. 

j 6 . J L fout divifer le nombre donné par 1 , s’il eft pof- 
fible, 8c autant de fois qu’il eft poffible ; enfuite divilèr 
le dernier Quotient par j , s’il eft poffible , 8c autant de 
fois qu’il eft poffible ; de même par j , par 7 , par 9, & c. 
jufqu’i ce que le dernier Quotient foit l’unicé , ou que le 
divifeur devienne le nombre propofé , auquel cas , il n’a 
aucun divifeur que lui-même ; 8c ayant écrit dans une 
rangée de haut en bas tous les divifeurs dont on s’eft Ser- 
vi, on multipliera le premier divifeur par le 8c on 
écrira le produit à la droite du z'. On multipliera en- 
fuite les deux premiers divifeurs , 8c le produit qu’on a 
déjà trouvé par le troiftême divifeur , 5c l’on écrira les 
Produits vis-à-vis le même troifiême divifeur ; on mul- 
tipliera de même tout ce qui eft au-delfus du 4 e divi- 
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leur par le môme 4 e divifeur, ÔC l’on écrira les Produits 
à fa droire, 8c ainfi de fuite, 6c tous ces Produits feront 
autant de divifèurs du nombre propofé. 

E X E M. P L E. 

S 0 1 T le nombre 1 jo dont il faut trouver tous Les di, 
vifeurs. 


Je divilè r jo 
par 1 , 6c j’écris 
le Quotient 7J 
au-deffous de 
A , 8c le divi- 
feur 1 au-def- 
fous de B ; 


A 

1 jo 
7Î 
M 
î 


B 

1. 

3. 6 - 

j. io.t j. 30. 
j. 1j.jo.7j. ijc. 


Je divife 7 j par 3 , 8c j’écris le Quotient 1 j, & le divi- 
feur 3 fous A , 6c fous B ; je divife i j par j , 8c j’écris le 
Quotient j, 8c le divifeur j, fous 8c fous 2? i je divife j, 
par j, & j’écris le Quotient 1 , fie le divifeur j fous 8c 
fous B. Cela fait, je multiplie le premier divifeur i par le 
fécond 3 , 8c j’écris le Produit 6 a côté de 3. Je mültiplie 
tout ce qui eft au-dcflus du 3* divifeur j par lui-même , 
8c j’écris les Produits 10, 1 j, 30, à fa droite t enfin je 
multiplie tout ce qui eft au-delfus du 4' divifeur j , par lui- 
même, 8c j’écris les Produits zj, jo, 7J,& ijo } (car 
on néglige 10, 1 j qui s’y trouve déjà) comme on les voit. 
Il eft clair que tous ces nombres qui font du côté de B 
peuvent divifer fans refte, le nombre donné 1 jo. 

J7. C’eft la même réglé pour les quantitez algébriques. 
Soit par exemple , la quantité a'-t-aabb , dont il faut trou- 
ver tous les divifèurs. 


A 

a b aabb. 
aab -t- abb. 
abarbb. 
a-*-b 


B 

a. 

a. aa. ' » 

b. ab. aab. 

a ■+• b. aa •+• ab. <*'-+- aab. ab •+• bb. aab -+- abb. a 1 b -+■ a abb. 


l.l 

Je divife a'b-*-aabbŸzr 8c j’écris le Quotient aab -+- abb. 
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lous A , fie le divifcur a fous B. Je divife aab-vabb encore 
par a, fit j’écris Je Quotient ab ■+■ bb , fit le divifeur a fous 
fie fous B. Je diviîe ab-\-bb par b , 8t j’ccris le Quotient 
a & le divifeur £ fous 6c fous B. Enfin je divife 
* b par a -+- b > 6c j’ccris le Quotient i , fit le divifeur 
a + b, fous A fie fous if. J’acheveToperation comme celle 
des nombres, fie je trouve tous les divifèurs de la quan- 
tité a l -*-aabb au-deflbus de B. 


Résolution 

Des fuiffances , ou de l’extraflion des racines des quantité 
algébriques. 

$8. Extraire la racine d’une puiflance, ou d’une 
quantité algébrique , c’eft trouver, par une operation con- 
traire à celle de la formation des puiflànces , une quan- 
tité plus fimple que la propofée , qui étant multipliée 
par elle -même autant de fois qu’il eft neceflaire , pro- 
duife la puiflance ou la quantité propofée. 

Il y a autant de fortes de racines qu’il y a de puiflànces, 
fi t l’on donne à chaque racine le nom de la puiflance à 
laquelle elle fe rapporte. Ainli la quantité qu’il ne faut* 
multiplier qu’une fois par elle -même pour produire la 
quantité ou la puiflance dont elle eft la racine, eft nom- 
mée racine quarrée , ou fécondé racine 5 celle qu’il faut 
multiplier deux fois par elle-même, pour produire la 
puiflance dont elle eft la racine, eft appellée racine cube , 
ou troifiême racine } celle qu’il faut multiplier trois fois, 
eft nommée racine quarrée quarrée , ou quatrième racine j 
celle qu’il faut multiplier quatre fois racine quarrée tube , 
ou cinquième racine - y celle qu’il faut multiplier cinq fois, 
racine cube cube , ou fîxiême racine, &c. 

On fê fe rt de ce cara&ere v' qu’on appelle fane 
radical , pour fignifier le mot de racine-, mais pour le dé- 
terminer à fignifier une télle racine, on y joint l’expo- 
fant de la puiflance à laquelle fe rapporte la racine en 
queftion , fit cet expofant eft alors appellé expofanc 
du figne radical. Ainfi ou Amplement V, fignifie ra- 
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cine quarrée, ou fécondé racine; V, fignifie racine cube 4 
quatrième racine, &c. De forte que >/ab, ou Vaa ■+■ bb , 
'Jaa-tr- fignifie qu’il faut extraire la racine quar- 

rée de ab , ou de aa+-bb , ou de aa ■+■ iab ■+■ bb , &c. 

Il y a des quantitez donc la racine propofée s’extrait exa- 
ctement; d’autres, donc on ne la peut extraire qu’en par- 
tie ; & d’autres , dont on ne la peut point du tout extraire. 

j 9 . Les quantitez dont on ne peut extraire exaétemenc 
la racine, & qu’on eft obligé d’exprimer par le moyen du 
ligné radical , font nommées, fourdes ou irrationnelles , 
& celles qui ne font affrétées d’aucun ligne radical, 
font nommées rationnelles. Ainfi ^ab , ^aa-*-bb, font des 
quantitez irrationnelles, parceque l’on n’en peut pas ex- 
traire la racine quarrée ; s/aab eft une quantité irration- 
nelle , parceque l’on n’en peut pas extraire la racine cube, 
< ire. 

Extraction 
Des racines des quantités^ incomplexes. 

60. Pu i s qjj E ( n°. u.) pour clever une quantité in- 
complexe à une puillancc donnée, il faut multiplier les 
expofans de cette quantité par l’expofant de la puillânee 
propofée ; il eft clair que pour extraire la racine propo- 
fée d’une quantité incomplexe , il n’y a qu’à divifer les 
expofans de cette quantité par l’expofant du ligne radical 
convenable; ou ce qui revient au même ^multiplier les 
expolans de la quantité propofée par une fraâion dont le 
numérateur foit l’unité , & le dénominateur foie l’expo- 
fant du ligne radical dont il s’agit, c’eft-à-dire, par — , 

s’il s’agit de la racine quarrée; s’il s’agit de la racine 

cube ; -f- , s’il s’agit de la racine quarrée quarrée , &c. 

car les dénominateurs a, 3 & 4 font les expofans des fi- 
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gnes radicaux v\ v, v', &c. L’on rend par-là l’operation 
de l’extraclion des racines , femblable à celle de la for- 
mation des p ui dances , 6c l’on a des expofans pour les ra- 
cines aufli bien que pour les puidànces : car _L eft l’expo- 
fant delà racine quarrée y — , l’expofant de la racine cube -, 
JL , l’expofant de la racine quarrée quarrée ,drc- & l’on 

peut par confequent énoncer l’cxtradion des racines, en 
difant qu’il faut élever une quantité donnée à lapuidànce 

JL, _L * &c. au lieu de dire qu’il en faut extraire la 

1 • * 4 

racine quarrée , cube, quarrée quarrée , &c. 

Si après la multiplication des expofans de la quantité 
propoiée par les fradions dont on vient de parler , les 
expofans qui font alors fradionnaires, fe peuvent tous 
réduire en entier , la racine propofée fera une quantité 
rationnelle $ fi une partie de ces expofans fe peut réduire 
en entier, & que l’ autre pa «^jg fraAionnaire, 

la racine ne fera extraite qu’en partie, & l’on mettra la 
partie rationnelle devant le ligne radical, 6c la partie ir- 
rationnelle après } fi tous ces expofans demeurent fra- 
dionnaires, la racine ne fera point extraite, 6c l’on le 
contentera de mettre le ligne radical devant la quantité 
propofée ; enfin li les expofans fradionnaires qui nepeu- 
vent être réduits en entier furpafTent l’unité, la puiilance 
de la lettre dont ils font expofans , fera en partie ration- 
nelle , 6c en partie irrationnelle. Il faudra operer fur les 
cocficiens , comme fur les lettres , en y employant les ex- 
tradions numériques des racines, &la Méthode de trouver 
tous les divilèurs d’un nombre, expliquée n*. j 6. Tout ce 
qu’on vient de dire fera éclairci par les Exemples qui fui vent. 

Exemples. 

6 1 . S O i t a 1 b* c' dont il faut extraire la racine quar- 
réc, ou qu’il faut élever à la puiflànce J- j ayant multi- 
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». *. x 

plié les expofans 1,4 & 6 par 1 , l’on aura a * b 1 c 1 , 
ou après avoir réduit les expofans fraâionnaires en 
entier, de forte que V a 1 b' c‘ — ab l c, ce qui eft évident. 

J- • V- 

De même, y/a 1 b = ab 1 = ay/b : car , a eft la racine de 

I 

aa , ou à , fie b 1 eft la même chofe que y/b s y/ab = 
a? b* = y/ab> c’eft-à-dire que Vab eft une quantité toute 

irrationnelle 5 y/a'b — ‘ b 7 = a 1 * 1 b 1 — (n°. 13.) 

<*'<< ^ b^ = aVab j V71 <2'^' = 6 aby/iab : car il eft clair par 

les Exemples précedens , que y/a'b' = aby/ab , Sc je dé- 
montre que V7 1 s= 6V1 en cette forte. Si Ion cherche 
(n°. j 6. ) tous les divifeurs de 71 , & qu’on examine tous 
les quarrez qui s’y rencontrent (s’il s’agiftbit de la racine 
cube , il faudroit examiner cous les cubes , 6C ainii des 
autres racines ) on trouvera que 3 6 eft le plus grand. 

Orli=i & 36x1 = 71 j c’eft pourquoi y/71 peut être 

regardée comme le produit de V3 6 x V i : mais V3 6 = 6 ; 
donc y/ji = 6 V i , & partant V 71 a' b' = 6aby/iab. On 
trouvera de même que Vu aab= lay/yb, & que y/6aabc = 
ay/6bc ; pareeque 6 ne peut être divifé par aucun quarré. 
Il en eft ainfi des autres. 

Extraction 
Des racines des Polynômes. 

éi.L A Méthode d’extraire les racines des Polynômes, 
félon la maniéré ordinaire , eft femblable a celle d ex- 
traire la racine des nombres. 
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. Exemple I. 

S O i t la quantité aa ■+• z ab ■+• bb ■+■ zac •+• zbc H- cc > 
dont il faut extraire la racine quarrée. 

Divifeur s. Quantité prof ope. Ratine , ou Quot. 

aa ■+■ zab-t-bb-t-zac-t-zbc-t-cc. (a-t-6-t-c. 


i. va H- b. 
z. z a+zbarc. 


•aa. 


A. o zab-^-bb-i- lac ■+■ ibc -t-cc- 
— i ab — bb 


B. 

C. 


O-*- zac -t-zbt-t-cc 
— zac — zbc — cc 


Je dis , le premier terme aa ed un quarré , dont la ra- 
cine ed a que j’écris au Quotient, 6c je foudrais le quarré 
de a qui dt aa du premier terme aa de la quantité pro- 
pofce, en l’ccrivant au-delïous avec le ligne — . Je réduis 
à la maniéré de la dfvifion la quantité propoloe, 6c le 
quarré foudroie, 6c j’écris la. Réduction A au-deflbus 
d'une ligne. 

Je double le Quotient a y ce qui me donne za que j’é- 
cris à la gauche de la Rcdu&ion A , 6c qui fait partie du 
premier divileur. Je divife le premier terme .+. z ab de la 
quantité A par za ; ce qui me donne •+■ b que j’écris au 
Quotient, 8c à la droite du divifeur za , 6c j’ai le premier 
divileur complet za-*-b que je multiplie par le nouveau 
Quotient b , 8c j’ai plus z ab -t- bb que je foudrais de la 
quantité A , en l’écrivant au-deflbus avec des lignes con- 
traires , 6c la Rédu&ion de ces deux quantitez me donne 
la quantité B. Je double le Quotient a b, 8c j’ai 
za-\- ib pour une partie du nouveau divifeur que j’écris 
à la gauche de B. je divife de nouveau le premier terme 
zac de la quantité B par za , ce qui me donne -+- c 
que j’écris au Quotient, 6c à la droite du nouveau di- 
vifeur za 4 - zb ; ce qui fait za -+- zb ■+■ c pour le lecond 
aüvileur complet. Je multiplie ce lecond divileur za 
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4- ib -+• c par le nouveau Quotient c , & j’ai tac ■+• ■+• rc 

que j’écris au-deflbus de la quantité B avec des lignes 
contraires } fie réduifant ces deux quantitez je trouve 
zéro pour la traillême Réduétion $ d’où je conclus que 
l’ operation elt achevée, 8c que par confequent , 

^aa •+• lab ■+• bb •+- tac ■+• x bc -+-cc = a -\-b ■+■ c. 

Exemple II. 

S O i T la quantité yaa — nab-hjbb dont il faut ex- 
traire la racine quarrée. 

T)ivifeurs. Quantité propope. Racine } ou Quotient, 

$aa — liât •+. 4 bb . ( 3 a — ib. 

— 1** i 

6a — ib. A. o — 1 lab -+• 4 bb 
4 - 1 1 ai 4 bb 

B. 00 

Le premier terme yaa étant un quarré dont la racine 
eft 3 ai j’écris 3 a au Quotient, Sc fon quarré yaa au-det ' 

fous de 9 aa avec le ligne — , fie la première Réduction 
eft la quantité A. Je double le Quotient 3 a , ce qui me 
donne 6a , qui font partie du premier divifeuf, fie que j’é- 
cris à la gauche delà quantité A. Je divife — nab par 
h- 6a, ce qui me donne — 1 b que j’écris au Quotient Sc 
à la droite de 6a , j’ai par ce moyen le diviîeur com- 
plet 6a — i b. Je multiplie 6a — ib par — ib y ce qui 
me donne — nab ■+■ 4 bb, Sc j’écris ■+• nab — 4 bb au- 
dcllous de la quantité A. Je réduis ces deux dernieres 
quantitez, fie la Rédu&ion B qui fe trouve égale à zéro, 
fait voir que la quantité propofée eft un quarré dont la 
racine eft 3 a—xb, c’eft-à-dire, que y/yaa — ixab-t-^bb 
= ia—*b. 

S’il venoit une Rédu&ion qui ne put être divifée par 
le double du Quotient , ce feroit une marque que la 
quantité propofée he (croit point quarrée ; 6c il faudroic 
alors fe contenter de la mettre fous le ligne radical. Par 

d 
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exemple , fi on vouloic extraire la racine quarrée de 
ait -4- bb , l'on crouveroic que la racine de aa eft a : mais 
on ne pourroit divifer la Rédu&ion bb par ia y ce qui fe- 
roic voir que aa^-bb, n’eft point un quarré; c’eft pour- 
quoi il faudr oit fe co ntenter d’en exprimer la racine en 
cette forte >/aa -4- bb. Il en eft ainfi des autres. 

Au refte, il eft aifé de connoître par la formation des 
puiflances , ou lorfqu'on a un peu d’habitude dans le cal- 
cul algébrique, fi une quantité propofée eft quarrée, ou 
cube, &c. êc d’en extraire par conlequent la racine fans 
le fecours d’aucune operation , ou par la feule infpeftion 
des termes de la quantité propofée. 

6 j. Mais fans cela , & fans le fecours des Réglés que 
nous venons de donner , l’on peut avec toute la facilité 
poffible extraire toutes fortes de racines, quarrées, cu- 
bes, quarrées quarrées, &c. par le moyen de la formu- 
le generale propofee no. 30 : car pour cela il n’y a qu’à 
regarder les quantitez dont on veut extraire une racine 
quelconque, comme des quantitez qu’il faut élever à une 
puiflancc dont i'expolknc /'oit celui de la racine qu’on 

veut extraire , c’eft-à-dire , que cet expofant foit — > fi 

c ? eft la racine quarrée ; fi c’eft la racine cube , fi 

c’eft la racine quarrée quarrée , &c. ce qui eft facile en 
luivant ce qui eft preferit n°. 3 1 , comme on va voir par 
les Exemples qui luivent. 

Exemple- I. 

S O 1 T la quantité a 1 — 3 aab •+■ }abb — b % dont il faut 
extraire la racine cube , ou ce qui eft la même choie , 

qu’il faut élever à la puiflànce j. • 

Ayant fait a' =p , — 3 aab ■+• 3 abb — b 1 = q, & met- 
tant ces valeurs de p & de q dans les deux premiers ter- 

m in — I 

mes , p -*mp q de la formule generale propofée n°. 
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3 o j (car les autres termes font inutiles , lorfque les raci- 
nes qu’on veut extraire,, font rationnelles j ) l'on aura a* 
+■ ma ' x — 3 aab -+- \abb — b\ Sc faifant encore m 
==* 1 - , l’on aura a -y a x — j aab 3 abb — b\ ou 


d & 6 + a bb — JL* 'b': mais parcequc 

1 

— ■ » * 

le fécond terme — a b = — a°b — — ib — — bi le 

troifiême & quatrième termes font nuis Ainû l’on a a — b 
pour la racine cherchée , c’eft-à-dire , que 

^ JL ? " * 

a — 3 aab ■+■ 3 abb — b' > ou y/a' — 3 aab -*• abb — b' 

= a — b, 

Exemple II. 

S O 1 T la quantité aa-\r lab — t ac-y-bb — ibc-y-cc dont 
il faut extraire la racine quarrée, ou qu’il faut élever à 


la puilFanceJL- 

Ayant fait aa ou a l = p ,-y- rab — iac -y- bb ibc~y~ 
cc —q , & mettant ces valeurs de / & de q dans les deux 

premiers termes de la Fqrmule p -*-mp q. Ion aura 

a ma x 2 ab — lac -+■ bb — ibc h- rr , ou en fai- 


fant m — \,a-y- 7- 

.-r-H’ 

ou a •+■ a b 



bc-+- a % ce. Mais pareeque le fécond & le troifiême 
termes deviennent b , 6c ' — ci il fuit que tous les au- 
tres termes , où b , Ôc c fe rencontrent font nuis. Amfi 


aa ■+• 1 ab — iac -y- bb — ibe -+- ce % ou 

y/ au 2 ab — iac +bb — ih^ 7 c = a + b — c. 
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Exemple III. 

S Oit la quantité 9 aa 4- nab 4- 4 J>b dont il faut ex- 
traire la racine quarrée, ou qu’il faut élever à la puiffance 


Ayant fuppofé 9 aa, ou 9 4 x <= f , & uab+4bh = q 
& mettant ces valeurs de j> & de q dans les deux premiers 

termes de la Formule f 4- mf ' q, l’on aura 9” a” 


1 • m — — s 

m<) a 


X IUI+4W, ou en faifant m= i- 3 9 1 x 

j_ _ * -j » • j 

» x 9 * ‘ < x lui -4- 4M , ou 9 "‘‘rf 4- f. x ~73 

. JL 

a x 1 iab-t- 4M: mais 9 » ou — 3 > donc 3*4- 

* “ 1 f -I 

*T a x il**-*- 4M, pu 3 x ixab-f^bb , ou 


H -I + I 4 — 1 o -71 

W, ôü 3*4-2* b+>\a x 
• • o 

bb : mais le fécond terme i<* b—ibi c’eft pourquoi ce 
fécond terme eft le derm'er , & le troifiême eft nul. Ainfi 

9 aa 4- iiab + Afbb 1 , ou y/ 9 aa-^ii.ab-^/\bb — ia-*-ib. 


REMAXQ.ÜE. 

64. S I dans aucun terme la valeur de j », expofant de 
ne fe trouvoit point = o , la racine de la quantité propo- 
fée feroit irrationnelle , 6c l’extra&ion fé pourroit con- 
tinuer à l’infini', ce qu’on appelle approximation des ra- 
cines : mais cela n’eft point néceflaire pour l’application 
de l’Algebre à la Géométrie : car lorfque la racine d'une 
quantité eft irrationnelle , on fe contente de l’exprimer 
par le moyen du ligne radical qui lui convient, comme 
on a déjà ait , 6c comme on pourra voir dans la fuite. 

Pour 


Digitized by Google 


* J 


INTRODUCTION. xxxiij 

Pour s’aflurer fi on a bien extrait une racine, ii eft bon 
de l’élever à fa puiflance : car s’il vient la quantité pro- 

f ofce , l’extradion aura été bien faite. Par exemple , 
on vient de trouver }a-t-ib pour la racine quarrée 
de <)aa-¥- iiab-t-qbb. Or fi l’on multiplie }a-i-ib par 
ib , l’on trouvera yaa-*- 1 iab-*-A r bb qui eft la quan- 
tité propofée 5 c’eft pourquoi l’extradion a été bien faite. 

Re’duc'tion 

Des quantité ^irrationnelle s à leurs plus Jtmples expreffions. 

6j.lL y a des quantitez complexes, comme d’incom- 
plexes , dont on ne jibut point extraire exadement la 
racine demandée : mais il arrive fouvent que ces quanti- 
té! fonde produit de la puiflance dont on veut extraire 
la racine par quelqu’autre quantité 5 8c en ce cas on peut 
extraire la racine en partie , en mettant devant le ligne 
radical la racine de cette puiflance , & l’autre quantité 
fous le ligne radical. Par exemple, il eft aifé de voir que 
aab -+- aac n’eft point un quarré , &c qu’on n’en peut par 
conféquent extraire la racine quarrée, qu’en l’écrivant 
fous le ligne radical en cette forte Vaab + aac : mais on 
voit aifément que aab ■+• aac eft le produit de aa qui eft 
un quarré, par b-*-c, ou que >laab-*-aac — 'Jaa xVb-t-c: 
or y/aat=ai donc V aab ■+■ aac— a x Vb -t- c— aVb-i- c i 
& c’eft ce qu’on appelle extraire une racine en partie, 
ou plutôt ce qu’on appelle ^duire une quantité irration- 
nelle à fa plus fimple expreflïon , ce qu’on doit toujours 
faire quand cela fe peut , loic que les quantité! foient com- 
plexes ou incomplexes. 

Lorfqu’on ne voit pas par la lèule infpedion des termes, 
. fi une quantité irrationnelle complexe ou incomplexe peut 
être réduite à une expreflïon plus fimple, on l’examinera 
en cherchant ( n°. j 6. ou 37. ) tous les divifeurs qui la 
peuvent exademenc divifer -, & s’il s’en trouve quelqu’un 
qui foit une puiflance du même nom que la racine qu’on 

e 
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veut extraire , la quantité propofée fe pourra réduire 
à une plus Ample expreflion : car elle pourra être regar- 
dée comme le produit de cette puifl'ance, 6c du quotient 
qui vient en la divifàntpar la meme puifl'ance. Par exem- 
ple, s’il faut extraire la racine quarrée de a 1 — }aab • 4- 
3 abb — b\ en cherchant tous les divifeurs de cette quan- 
tité, on trouvera que aa — tab bb , qui efl un quarré, 
en efl un , & qu’en divifant a 1 — 3 aab 3 abb — b‘ par 

aa — 1 ab + bb, il vient au quotient a—bi c’eft pour- 
quoi Va' — 3 aab ■+■ 3 abb — b' = Vaa — xab j» b b x Va — b : 
or Vaa — lab -+- bb — a—bi donc Va ’ — yaab+yabb—b* 
= a — bVa — b. a 

Lorfqu’on trouve plufleurs divifeurs qui font des puif- 
fances de même nom que les racines qu’on veut extraire, 
on ne fe fêrvira que du plus grand. 

66 . On ajoute, on fouftrait, on multiplie, & on divife 
les quantitez irrationnelles comme les rationnelles j 6c ces 
quatre operations fe font de la même maniéré pour les 
unes 6c pour les autres: mais pour une plus grande facili- 
te , il les faut auparavant réduire à leurs expreflions les 
plus Amples -, 8c comme les quantitez irrationnelles ne dif- 
ferent des rationnelles que par le Agne radical qui cara- 
éterife de maniéré celles qu’il précédé , que quand elles 
contiendroient les mêmes lettres que celles qui le précè- 
dent , elles ne leur feroient pas pour cela femblables j de 
forte que les quantitez qui font hors du Agne radical , ne 
doivent point être mêlées dans aucune de ces quatre ope- 
rations, avec celles qui font fous le Agne radical. 

Il faut néanmoins remarquer que les quantitez irra- 
tionnelles font femblables , lorfque celles qui font fous les 
Agnes radicaux, ne different en rien du tout les unes des 
autres, 6c lorfque celles qui font hors des Agnes radicaux 
ne different de même en rien du tout , ou ne diffèrent 
que par leurs coéflciens. AinA 3 aVa 6c raVai 3 aVa -+- b } 
éc aVa-hb i j Vax — xx, 6c £ Vax— xx, font des quan- 
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titez irrationnelles femblables. On fuppofe que le ligne 
radical foit le même, ce qui arrive toujours dans l’Ap- 
plication de l’Algebre à la Géométrie. 

Addition 
Des 'quantité^ irrationnelles. 

7 • O N les écrira de fuite , ou au-deflous les unes des 
autres avec les lignes qu’on leur trouvé, & lorsqu’elles 
feront femblables, on en fera ( n®. n. ) la réduftion comme 
li c’étoic des quantitez rationnelles. Ainlî pour ajouter 
2 ax>b avec ]ay/b, l’on écrira tay/b-y- 3 ay/b, qui fe réduit à 
j ay/b. Pour ajouter 3 ay/b avec icVb, l’on écrira $aVb -+- 
îcVb , & il eft indifferent de lailfer ces quantitez en cet 
état , ou de les écrire en cette fort e 3 a -y- icVb. P our ajou- 
ter ay/ax—xx avec bVax — xx, l’on écrira ay/ax — xx 
H* Max — - xx , ou* -+- b y/ax — xx^ Pour ajouter 3 ay/b 
avec %ey/d,Von écrira ixy/l-y-ztVd qui ne peut point avoir 
d’autre expreflion. 

Soustraction 
Des quanti tcr^irrationnelles. 

É8. O N les écrira de fuite en changeant les lignes de 
celles qui doivent être fouftraites > & lorfqu’elles feront 
femblables, on en fera( n Q . 11.) la rédu&ion comme II 
c’étoit des quantitez rationnelles. Ainlî pour fouftraire 
3 ay/b de j ay/b , l’on écrira ^aVb — 3 ay/b qui fe réduit à 
xaVb. Pour f ouftraire 3 ay/ib de j by/ib, l’on écrira j 6 Vib 

— 3 gy/ ib, ou jb — j,aVib. Pour fouftraire — îbVax xx 

* de 3 by/ax — xx , l’on écri ra 3 b Vax — x* -+• ibVax — xx , 
qui fe réduit à 5 by/ax — xx. Pour fouftraire 1 cVd de 3 aVb, 
Ion écrira ^aVb—^icy/d, qui ne peut avoir d’autre ex- 
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Multiplication 

Des quantité!^ irrationnelles. 

69. S I les quantitez que l’on veut multiplier font incom. 
plexes , l’on multipliera la partie rati<*mellc par la ration- 
nelle j & la partie irrationnelle par l’irrationnelle, &l’on 
écrira le produit des parties rationnelles devant le ligne 
radical & le produit des irrationnelles après, & l’on réduira 
le produit total à Ion exprcllîon la plus fimple. Ainfi ay/bx 
0/ b = (tn/ bb : mais y/ bb = b î donc ac^bb ■ — abc > d’où l’on 
voit que lorfque les parties irrationnelles font femblables , 
il n’y a qu’à multiplier le produit des rationnelles par ce 
qui fe trouve lous le ligne radical. De même ay/b x y/c , 
ou ay/b x iv'r (car on prend l’unitc pour partie rationnelle, 
lorfqu’il ri’ y en a point d’autre) = ay/bc ; îaVb x 3 b, ou 
iay/b x }bV 1 = 6 abVb 3 1 ay/bc x bV ab = îabVabbc = 
labby/ac j iay/ ybc x ïb'/Gab = Gab'J 1 ’èabbc = 1 SabbViac ; 

aVibx iby/}c = iaby/Gbc. V ab x y'ab = y/ a abb } 1 ay/ab x 

? 1 J 

3 by/aa = Gaby/a'b = Gaab'/b. Il en efl ainlî des autres. 

70. Si les quantitez que l’on veut multiplier font com- 
plexes , on multipliera cous les termes de l’une par cha- 
cun de ceux de l’autre , en fuivant les réglés des quan- 
titez incomplexes , & la Rédu&ion des produits parti- 
culiers étant faite , l’on aura le produit total. Ainlî 
y/aa -y- bb x Vaa 4- bb = aa •+• bb ; y/aa — bb x — v'aa — b b- 
= — aa -y- bb i zaVaa -y-lrb x bVaa -h bb = la b -+■ iab‘. 
Ceci cft évident ; car lorfque la même quantité fe trouve 
lous le ligne radical y/ , en ôtant le ligne radical , cette 
quantité le trouve multipliée par elle -même. Ce qu’on * 
peut encore prouver en cette forte : y/ha -+- bb x y/Z 7 +bï 

i_ r , 

= aa bb 1 xaa-y- bb 1 = ( n°. 34. ) aa -y- bb T * », ou 

( n°. 33. ) aa -y- bb * Xl s= aa -4- bb. Il en ell ainlî d ç$ 
autres. 
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Pour multiplier y/a ■+■ b par y/a — b , on multipliera 
a-*- b par a — b , comme fi c’étoit des quanticez ration- 
nelles, & l'on aura y/aa — bb. De même a-*- y/ab x b = 
ab 4- by/ab i a -y- Vab x •/bc — a/bc-*- y/abbc — ay/bc -4- by/ac ; 
}aVbc — 1 by/ac x zc/ ab—Gac/ abbc — ybc/aabc = Gabc/ac 
— 4 abc/bc. Voici des Exemples plus compofez, 

a -y-Vaa — Tb multiplié, 
par a -(- y/aa — fb 

aa -*-a/aa — bb 

-4- ay/ aa — bb 4 * aa — bb 
Produit aa-*- za/aa — bb-*-aa — bb. 
a-*- y/aa — xx multiplié 
par a — y/aa — xx 

Produit aa -4- a/ aa — xx 

— ay/aa — xx — aa - 4 - xx 
= aa * — aa -*- xx. 

y/ab -4- y/aa — xx multiplié 
par y/ab 4 - y/aa — xx 

Produit ab 4 - — abxx 

4- y/ab — abxx 4- aa — xx 

— ab-*- z y/ à' b — abxx -*-aa — xx. 

ac -h b/aa — xx multiplié 
par bc — çy/aa — yy 

Prod. abcc h- bbc/aa — xx 

— aco/aa — y y — bo/a' — aaxx — aayy 4- xxyy 

— abcc 4 - bbcy/aa — xx — ucc/aa — yy 

( — bç/a' — aaxx — aayy-*- xxyy. 

c a j 
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DIVISION 

Des quantités . ^ irrationnelles. 

7 1 - O N écrira le dividende au-deflous du divifcur en 
forme de fraétion , & l’on prendra cette fraétion pour le 
Quotient de la divifion. Mais lorfque l’on s’appercevra 
que le dividende fera le produit du divifeur par une au- 
tre quantité , ce qui eft aifé dans les quantitez incom- 
plexes , on prendra cette autre quantité pour le Quo- 
tient. Et dans les quantitez complexes, lorfqu’on n’ap- 
percevra pas le Quotient , on examinera ( n°. 46 . ) fi la 
divifion fe peut faire 5 & fi elle fe fait, l’on aura un Quo- 
tient fans fra&ion : mais fi elle ne fe fait point , on fe con- 
tentera de la divifion indiquée. Ainfi — —y/ii *—r = 

n Va aVb 

iiacVrfc 



— x = aa — xx. Il en eft ainfi des aucres. 

Il y a d’autres Réductions pour les divifions indiquées 
qu’on trouvera ailleurs •, & tout ce que nous allons dire 
des raports 8c des fractions, fe doit aufli entendre de ces 
'Tortesde divifions, foit qu’elles foient rationnelles, ou irra- 
tionnelles. 
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THEORIE 

Des Raifons , ou Raports des F ratifions , des 
Equations , (d-r des Proportions. 

D e’ f I N I t i o n s. 

1 1. r) A i s o N , ou Raport eft la comparaifon de deux 

XY. grandeurs de meme genre, telles que font deux 
nombres, deux lignes, deux lurfaces, deux corps, deux 
efpaces de temps, deux quantitez de mouvement, deux 
vitellès d’un même , ou de deux diffêrens mobiles , deux 
poids, deux fons, &c. 

Or comparer les grandeurs, c’eft operer fur les gran- 
deurs * 8c comme l’on ne peut operer fur les grandeurs 
qu’en les ajoutant, fouftrayanc, multipliant, divifant, 8c 
en extrayant les racines j il faut nec#fl«rement que leur 
comparaifon fe faflfc par quelques-unes de ces opera- 
tions. 

Mais parceque l’Addition , 8c la Multiplication les con- 
fondent, 8c n’en marquent point l’égalité, ou l’inégalité, 
en quoi confifte précifément la comparaifon des gran- 
deurs, 8c que l’extradion des racines n’agit que fur une 
feule ; 8c qu’au contraire la Souftradion fait connoître 
l’égalité de deux grandeurs , ou l’excès de l’une par-def- 
fos l’autre , ou la différence de l’une à l’autre, 8c que la 
Divifion détermine combien de fois une grandeur en con- 
tient , ou eft contenue dans une autre ; ou , ce qui eft la 
même chofo, indique la maniéré dont une grandeur en 
confient , ou eft contenue dans une autre , ou en marque 
l’égalité ; il fuit qu’il n’y a que la Souftradion 8c la Di- 
vilion qui puiflent fervir à comparer les grandeurs. 

r. La comparaifon de deux grandeurs par MSouftra- 
dion ; ou, ce qui eft la même chofe, la Souftradion elle- 
même, eft nommée raifon ou raport arithmétique. Ainli 
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ii— 4 5 a — b, ou b — </, &c. font des raifons ou des 

raports arithmétiques. 

i. La comparailon de deux grandeurs par la Divifion j 
ou , ce qui eft la même choie , la Divifion elle-même 


eft appellée raifon, ou raport géométrique. Ainfi ou ^ } 
î 5 ou -, ôcc. font des raifons ou des raports géométriques. 


On prend ici la Souftraâion indiquée pour la Souftra- 
âion même , ou pour la différence des deux grandeurs 
qui la compofent j 6c l’on prend de même la Divifion 
indiquée pour la Divifion même , ou pour le Quotient 
des deux quantitez qui la forment. 

On appellera dans la fuite Riàuîiion , le réfultat de ces 
deux Réglés ou de ces deux Raports, c’eft-à-dire, la 
différence 6c le Quotient des deux quantitez qui les com- 
pofent. 

Corollaire I. 


3. X L eft clair que les raifons ou raports tant arithme- 
tiques que géométriques, font égaux lorfque leurs Rédu- 
ctions font égales. Ainfi n — 4 = 16 — 8 , pareeque 1 z 

4 = 8, êc 16 — 8 = 8. De même — = 7’ pareeque 

3i 6c 7 = 3. Par la même raifon, fi ^ =/ 6c ^ =/ 

1 on aura - = 
b d 

4. Mais les Réductions , ou les Quotiens des divifions, 
ou des raports géométriques , font toujours égaux , lorf- 
que les dividendes contiennent , ou font contenues de 
même maniéré dans les divifeurs. C’eft pourquoi lorf- 
qu’une grandeur a contiendra , ou fera contenue dans une 
autre grandeur b , comme une troifiême c contient ou eft 
contenu^^ans une quatrième d , ces quatre grandeurs 
formeront toujours deux raports géométriques égaux , 

a c_ 

ï d' 

Corollaire II, 
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Corollaire II. 


y. IL eft de même évident que les raifons , ou raports tant 
arithmétiques que géométriques , font inégaux , lorfque 
leurs Réductions font inégales , Sc que le plus grand eft 

celui dont la Réduction eft la plus grande. Ainfî 1 1 4 >. 

10 — 6 : car 1 2 — 4 = 8 , Sc 1 o — 6 = 4. De même 


Il . I« Il . 1 6 

— > — : car — = 3 Sc.— =* i. 

4 s 4 J ’ g 

6. Le premier terme d’un raport arithmétique , & le 
terme fuperieur d’un raport géométrique, font nom- 
mez antecedtns 5 le fécond d’un raport arithmétique, 8c 
l’inferieur d’un raport géométrique, font nommez con- 


fequens. Ainfi dans les raports a — b , Se a L , a eft l’an- 

b 

tecedent , 8c £ le confequent : mais comme les raifons 
ou les raports géométriques ne font autre chofè que des 
Divifions indiquées , Se que ces Divifions font , à pro- 
prement parler, des fractions* il fuit qu’il n’y a aucune 
différence entre raifon, raport, divifion , 8i fraction* de 
forte que tout ce qu’on dira dans la fuite des uns , fe doit 
aufïî entendre des autres. On remarquera feulement que 
pour parler comme les autres, lorfqu’il s’agira des raifons 
ou raports, on appellera les deux termes antécédent Se con- 
fluent i lorfqu’il s’agira de Divifions , on les appellera 
dividende Sc divifeur j Sc lorfqu’il s’agira de fractions , on 
les appellera numérateur 8c dénominateur. 

.7. Lorfque l’antecedent d’une raifon eft égal à fon con- 
feq uent, on l’appelle raifon dé égalité ; Sc lorfque l’unfur- 
pailé l’autre, on l’appelle raifon d'inégalité. 

8. Lorfque l’antecedent d’un raport géométrique, con- 
tient plufieurs fois exactement fon confequent , il eft nom- 
mé multiple de ce confequent * Sc lorfque l’antecedent eft 
contenu plufieurs fois exactement dans fon confequent, il 
eft nommé foùmultiple du même confequent. 

9. De tels raports tirent leur dénomination du nom- 
bre de fois que l’antecedent contient le confequent , ou 

/ 
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y eft contenu. De forte que fi l’antecedent contient deux, 
trois, quatre fois, efr. fon confequent, le raport fera nom- 
mé double , triple quadruple , &c. & fi l’antecedent eft 
contenu deux , trois, quatre fois, &c. dans le confequent, 
le raport fera nommé foùdouble, foùtriple, foii quadruple, &c. 

Ainfi — eft un raport triple , & — eft un raport foû- 
triple. 

i o. On appelle équation deux quantitez algébriques 
differentes , encre lefquelles fe trouve le ligne d’égalité ; 

ainfi a=*b> ax — xx = yy ; x = ~ font des équations. 

i r. Les deux quantitez algébriques qui fe trouvent de 
part &c d’autre du ligne d’égalité lont nommées membres 
de l’équation -, celle qui le précédé eft nommée le pre- 
mier membre, &. celle qui le fuit, le fécond. D’où l’on 
voit que les deux membres d’une équation fondés exprefi. 
fions algébriques d’une même quantité, ou de deux quan- 
titez égales. 

* C O *. O Z -ï. A I R. E. 

txlL eft évident que deux raports égaux arithmétiques, 
ou géométriques, peuvent toujours former une équation. 
Ainfi fi a furpaflè , ou eft furpaflee par b , de la même 
quantité que c furpaflè ou eft furpaflee par d, l’on aura 
toujours a — b = c — d, ou b — a = d — c. De même 
fi a contient ou eft contenue dans b , comme c contient 

ou eft contenue dans d, l’on aura toujours^ = ou 

* ^ 

« * 

13. Mais fi au lieu de former une équation de deux 
raports égaux , arithmétiques , ou géométriques , on 
arrange leurs quatre termes de fuite , en forte que i’ante- 
cedent de l’un des deux raports foit le premier , fon con- 
fequent , le fécond ; Pantecedent de l’autre raport , le 
troifiême , & fon confequent le quatrième , en lëparanc 
les deux raports par quatre points , Ôc les deux termes de 
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chaque raporc par un feul point , en cette forte a. b:-. ç. d, 

( en fuppofant que a — b — c — d, ou 7 — 7 ) î on appel- 
lera proportion , ou analogie cette difpofition des quatre 
termes de deux rapprts égaux. De forte que proportion 
ou analogie , n’eft aucre chofe que l’égalité de deux ra- 

f >orts arrangez autrement qu’en équation. Si les raports 
ont arithmétiques , on la nommera proportion arithméti- 
que ; s’ils font géométriques , on la nommera proportion 
géométrique. 

1 4. Pour énoncer une proportion , comme celle- ci 
a. b ::c. d ion dira, fi elle eft arithmétique, a furpaflè b , 
ou eftfurpaflec parÆ, comme c furpaflè d> ou eft lùrpaf- 
fée par di & fi elle eft géométrique , on dira a contient b , 
ou eft contenue dans b , comme c contient d, ou eft con- 
tenue dans d. Mais pour abréger, foit que la proportion 
fbit arithmétique , ou géométrique , on ait a eft à b, com- 
me c eft à d y ou comme a eft à b, e eft à d , en ob- 
fervant neanmoins que le mot efl fignifie furpajfe , ou efl 
furpaffe dans la proportion arithmétique 5 & que dans la 
géométrie, il fignifie contient ou efl contenu. 

L’on diftingue deux fortes de proportions , tant arith- 
métiques que géométriques , la difcrcte , Sc la continue. 

1 j. La proportion dilcrete eft celle dont les quatre ter- 
mes font differens , comme celle ci a. b:: c. d. 

1 6. La proportion continue, eft celle où la même quan- 
tité eft le confequent du premier raportfic l’antecedent du 
fécond , comme celle-ci a. b :: b. c. 

1 7. Les quantitez qui forment une proportion font nom- 
mées proportionnelles. Ainfi la proportion diferete renfer- 
me quatre proportionnelles , & la continue n’en renferme 
que trois, & celle du milieu eft nommée moyenne propor- 
tionnelle , arithmétique ou géométrique , félon que la pro- 
portion eft arithmétique ou géométrique, & dans l’une & 
dans l’autre proportion , le premier & le dernier termes 
font nommez extrêmes, & les deux du milieu , moyens. 

18. Lorfqu’une proportion continue renferme plus de- 

f'i 
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trois termes : ou plutôt lorfque plufieurs grandeurs donc 
le nombre furpafle 3 , font rangées de fuite, .de maniéré 
que chacune d’elles puifle fervir de confequent à celle qui 
la précédé, 8c d’antecedent à celle qui la fuit, cette ran- 

_ J - i _ J _ _ _ A _ 1 1 J _ rr* • t • 



métriques. A , B , C, font des progreflions arithmétiques. 
D, E y F , des progreflions géométriques. 

A. 1 . i . 3 . 4. J y&c. JD. t . î . 4. 8 . 16 , &c. 

B. 10.8 . 6. 4. z, &c. E. 81 . 17 . 9 . 3 . 1, ( fa . 

C‘ 4' >• O - r , + _ lp 


COROLLA-IRE I. 


19. IL eft clair ( n°. 18.) que dans une progreflïon 
arithmétique , l’excès d’un terme quelconque par^delTus 
celui qui le fuit , ou qui le précédé , doit être toujours 
le même. De forte que fi on nomme le premier terme 
d’une progreflïon arithmétique a y 6c, l’excès qui régné 
dans la progreflïon m,{m peurfigmher un nombre quel- 
conque , entier, ou rompu , poficif, ou négatif) l’on 
pourra former par Je moyen de ces deux lettres , une 
progreflïon arithmétique generale en cette forte", 
a. a-b-m. a-y-im. a-y-im, &c, 


Corollaire II. 

zo. I L n’efl: pas moins évident que fi dans la progreflïon 
géométrique, l’on divife un terme quelconque par ce- 
lui qui le fuit , la rédu&ion , ou le quotient fera toujours 
le même* c’efl pourquoi fi l’on nomme le premier terme 
d’une progfeflïon géométrique 6, 8c la réduction ou 
quotient qui régné dans la progreflïon » ( n fignifie un 
nombre poficif, entier, ou rompu), l’on pourra former 
une progreflïon géométrique generale, en cette forte , 
... b b b 

n 0 ■ s ' V ‘ ’ ccc. car fi une xjuantirtJ b divifée par 
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une autre, donne au quotient h, la même quantité b, di- 
vifée par le quotient n donnera cette autre. 

1 1 . Ceci le peut auflî appliquer aux proportions tant 
arithmétiques que géométriques. Soit par exemple , la 
proportion arithmétique fuivante a . b :: c . d ; fi l’on 
nomme a — b, ou b — a, mi c — dou d — clèra auffi m ; 
donc a. a — m ::c. c — m , ou a. c. c-+-m, d’où 

i'on voit que la fomme des extrêmes cft égaie à la fomme 
des moyens, c’eft-à-dirc, a-*-c-i-m = a-i-m-*-c, 
puifque ces deux fommes, qui font les deux membres de 
cette équation, renferment les mêmes quantitez. 

1 1. De même , fi dans la proportion géométrique 

fuivante a. b ::c. d, on fait — = », l’on aura auffi 
— =n i & partant ( no. îo. ) a. ~ :: c, — j d’où l’on 

d » n 

voit auffi que le produit des extrêmes eft égal au pro- 
duit des moyens , c’eft-à-dire , — = — : car ces deux pro- 

n n 

duits qui font les deux membres de cette équation , ren- 
ferment les mêmes quantitez. 

Axiome I. 

aj.Sl l’on ajoute, ou fi l’on fouftrait, ou .fi l’on multi- 
plie, ou fi l’on divife des quantitez égales par des quan- 
titez égales j les fommes, ou les différences, ou les pro- 
duits, ou les quotiens , feront égaux. 

Corollaires. 

i".ÏL fuit qu’on peut ajouter, fonftraire, multiplier, 
ou divifer les deux membres d’une équation par les deux 
membres d’une autre, chacun par chacun. Par exemple, 
fi a = b, & c = d , l’on aura a-j~c = b-j-d, ou * -*-d 

s= b 4 - c j ac — bd, ou ad— bci — = — ou — = Jl 

— t d "y d e 

i e . Il fuit auffi de cet Axiome, & de ce que l’Addition, 
gc la Souftraâion ont des effets contraires, que l’on peut 
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paflcrtel terme que l’on voudra d’un membre d’une équa- 
tion dans l’autre en changeant fon ligne, ce qu’on appelle 
tranfpofition. On peut même paflèr tous les termes d’un 
des membres dans l’autre, ce qu’on appelle égaler tout à 
zéro. Ainli cette équation a-\ -b — c = g fe peut changer 
en. celle-ci rf-*-£ = g -»-ir, ou en celle-ci <r = g-»-r — £, v - 
ou en celle-ci a-*- b — c — g= o , ou o=g — a — b-t-c: 
car par exemple , dans le premier changement , on ne fait 
qu’ajouter c de part 8c d’autre du ligne d’égalité , parce- 
qu’elle yeft foultraite, ce qui donne a + b — r-4-r=g-hr, 
qui fe réduit à a b = g -t- c. Il en eR ainli des autres 
charigemens. 

3c. Il fuit de ce Corollaire que l’on peut changer tous 
les lignes d’une équation j -car il n’y a qu’à fuppoler qu’on 
fait paflèr tous les termes d’un membre dans l’autre - t 8c 
que l’on peut mettre lèuls, dans un des membres, les ter- 
mes qu’on veut , avec les Agnes qu’on veut. 

4e. Il luit encore du même Axiome, 8c de* ce que la 
divilion détruit ce que fait la multiplication , 8c au con- 
traire ; qu’on peut délivrer une équation de toutes les 
fradions qui s’y peuvent rencontrer : car il n’y a qu’à 
multiplier toute l’équation par tous les dénominateurs 
l’un après l’autre , ou ce qui revient au même , la mul- 
tiplier une lèule fois par le produit de tous les dénomi- 
nateurs, 8c enfuite réduire (art. 1. n°. 37.) les termes fra- 
ctionnaires. Par exemple, pour ôter les fradions de cette 

abx bed 

équation hgx = — , on la multipliera par r 8c puis par 

aabex abeed 

a , ou une lèule fois par ac , 8c l’on aura y-aegx— : 

aabex abeed 

mais (art. x. n°. 37.) = = aabx. 8c beedi donc 

' c a 

otabx -+■ aegx ~ beed qui n’a plus de fradions. 

L’on abrégé l’operation, 8c particulièrement quand les 
dénominateurs font des polynômes , en écrivant les nu- 
mérateurs des termes fradionnaires fans y rien changer, 

8c en multipliant les autres termes par les dénominateurs. 
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xx—aa 



ayant multiplié c par b — y , l'on aura xx — aa = bc — cy. 
Il en eft ainfi des autres. 

je. Il fuit auffi qu’on peut délivrer une lettre, ou telle 
puiflance qu’on voudra d’une même lettre , qui le tjouve 
dans une équation , de toutes autres quantitez qui l’accom- 
pagnent j ce qu’on appelle trouver la valeur d’une lettre 
ou d’une puiilànce:car il n’y a pour cela qu’à divifêr toute 
l’équation par les quantitez qui multiplient cette lettre 
après avoir mis dans un des membres tous les termes où 
fe trouve cette lettre , &. tous les autres termes dans l'au- 
tre membre , & qu’à faire enfuite la rédudion. Par exem- 
ple , Il dans cette équation ax — bc, l’on veut mettre 
x feule dans le premier membre , l’on aura en divifânt 


ax bc m 

toute l’équation par a , — = — = mais ( art. i. n°. 37. ) 

a a 

— == x i donc x = — • Le fécond membre ne peut être 

a a * 

réduit. 

Si dans celle-ci ax = ab -+• bx — bc , l’on veut avoir x 
feule dans un des membres , l’on aura en tranfpofànt , & 
en fuppofant que a furpaflè b } ax — bx — ab — bc , & 

ax — bx ab — bc 

en divifânt tout par a — b, l’on aura — = : 

r a — b a — b 

ax — bx 

mais ( art. 1. n°. 43 , ou 4 6. ) — = x ; donc x ==s 

û — b 

ab — bc 


a — b 

Si dans cette équation ax — bx = aa — bb, l’on veut 

ax- b K 

avoir x feule , en divifânt par a — b , l’on aura 


aa — bb 


ax — bx 


& 


a— b 
aa — bb 


= : mais ( art. 1. n°. 4 6. ) — r = x, ~ 

a — b j — b * — • 

= a-b-bi donc x — a->rb. 
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Si dans cette équation aaxx -+- aayy — iax* — laxyy -+■ • 

xxyy = o , l’on veut mettre yy feule dans le 'premier 
membre , l’on aura en tranfpofant aayy — xaxyy ■+• xxyy 
= z ax' — aaxx , & en divifant chaque membre par aa — 
rax + xz, l’on aura yy = Il en eft ainfi des 

autres. 

Axiome II. 

14. L E S puiflànces & les racines des quantitez égales 
font égales. 

Ainfi fi x = -y-a, l’on aura en quarrant chaque mem- 
bre xx = aa i & fi xx =*‘aa , les racines feront x = -4- a » 
fi xx=?ab, les racines feront x = 4- Vab. Si xx= —ab , 
les racines feront x=-t-v / — ab, qu’on appelle racine ima- 
ginaire , parce que l’on - n’en peut pas exprimer la valeur, 
telles font toutes les quantitez irrationnelles négatives. 

Si yy = les racines feront y = V ^ l z± - * Z . . 

* ** — IM -*■ XX 

mais ( art. r. n°. 66.) Viax' — aaxx*= Wiax — aa , Sc 
V aa — zax-t-xx = a — xi donc y= 

Si xx ~ ax ■*- bb > les racines feront x = 7 a + 1 
y/Laa •+• bb: car en tranfpofant , l’on z xx — ax — bbt 
or fi l’on extrait ( art. 1. n°. 6z.) la racine du premier 
membre xx — ax , on trouvera qu’il y manque -t - - aa, 
afin qu’il foit quarré ■> c’eft pourquoi en ajoutant de parc 
& d’autre x -aa } l’on aura xx — ax+ ~aa== ^ aa+-bbi 
mais V xx — a x -+- ^ aa = ( art. 1. no. 6z. ) x — i a , 

& la racine du fécond membre ne s’extrait que par le 
moyen du ligne radical * donc x — a ^aa bb 

ou en tranfpofant x = ja - j- V \ aa -t- bb. Si les lignes 

étoienc 
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croient differens , cela n’apporteroic aucun changement 
dans l’operation. 

C’eft aufli parceque les puiflànces des quantitez égales 
font égales , que l’on peut délivrer une équation des quan- 
titez irrationnelles qui s’y rencontrent : ce qu’on appelle 
faire évanouir les Jîgnes radicaux : car s’il ne s’y en ren- 
contre qu’une , après l’avoir mile feule dans un des mem- 
bres de l’équation par les Corollaires précedens 5 il n’y 
aura qu’à élever chaque membre à la p^U'ance’ qui a 
pour expofant celui du figne radical. Ainfi pour délivrer 
des quantitez irrationnelles, cette équation xx = a x x 

y/xx-t-yy, l’on aura en divilant par a x, ~r = 

)/xx -+-yy y ou en divifant par Vxx ■+- yy , y xx -+-yy ~ a 

— x y & en quarrant chaque membre, l’on aura 

**-hyy 

— *a — xax xx , où ü n’y a plus de quantitez irration- 
nelles. 

Mais s’il fe rencontre deux quantitez irrationnelles dans 
une même équation, on la délivrera de l’une, & enfuite 
de l’autre comme on vient de dire. Par exemple , 
p our dél ivre r de quantitez irrat ionnelles , cette équation 
'f** -r-yy-r -'J au — iax-*-xx -4 -yy =b y l’on aura en tranf. 
pofant , \/aa — lax ■+• xx ■ J t-yy — b — Vxx -*-yy> & en 
quarrant chaque membre , l’on a ura aa — iax ■+• xx 
yy — bb — zéy/xx -+• yy -+- xx -t-yy , & en ôtant ce qui Ce 
détmitparia réduction, & tranfpofant, il vient ibVxxs-yy 
~bb — aa->r iax, & en quarrant encore chaque membre, 
l’on a 4 bbxx -+- 4 bbyy = b' — zaabb ■+■ a' -t- 4 abbx — 4 a'x 
4- +aaxx.y où il n'y a plus de quantitez irrationnelles. 

Axiome III. 

* J • O N peut mettre en la place d’une quantité quelcon- 
que incomplexe ou complexe, une autre quantité égale 
incomplexe, ou complexe, ce qu’on appelle fubftituer: 

S 
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C’eft par le moyen de cct Axiome que l’on réduit pluGeurs 
équations à une feule , Se que l'on en fait évanouir les 
lettres que l'on veut, pourvu que chacune de ces lettres, 
ou quelques-unes de leurs puiflances fe trouvent au moins 
dans deux de ces équations , & que l’on ait au moins une 
équation de plus qu’il y a de lettres que l’on veut faire 
évanouir. En voici la Méthode. 

16. On choilit une des équations ( c’eft ordinairement 
la plus Gmple) fie l’on met feule ( axio. i . fie fes Coroll. ) 
la lettre qu’on veut faire évanouir , dans un des mem- 
bres i ( c’eft ordinairement dans le premier) , fie l’on fub- 
ftitue dans les autres équations , en la place de cette let- 
tre, ou de fes puiflances, fa valeur, ou celle de fes puiflàn- 
ces , qui fe trouve dans l’autre membre de l’équation que 
l’on a préparée * en forte que cette lettre ne fe trouve 
plus dans aucune, fie l’on a alors une équatiofi de moins. 
On recommence de nouveau à choiflr la plus Gmple des 
équations réfultantes , fie l’on met feule dans le premier 
membre , la lettre qu’on veut faire évanouir , fie l’on fub- 
ftitue comme auparavant la valeur de cette lettre dans les 
autres équations. On réïtere la même operation jufqu’à 
ce que l’on ait fait évanouir l’une après l’autre , toutes les 
lettres que l’on a deflèin de faire évanouir , ou jufqu’à ce 
que l’on n’ait plus qu’une feule équation. On va éclaircir 
ceci par des Exemples. 

Exemples. 

• i". S O i e n t les trois équations A , B ,C , dont on veut 

faire évanouir les deux lettres x 8c y. 

A. xz^—yy. D. x^= bb — ib^-h z& 

B. x — y = A. E. x — b ■+■ zj=a. 

C. z^-y=B. F. az^-\- bz^ — z&= bb — 

G. 3 bz^-az ^ — bb. 

Je choiGs l’équation C pour faire évanouir^», fie j’en 
tireur = b — fie en q'uarrant chaque membre (parce- 
que le quarré de^ fe trouve dans l’équation A,) j’a iyy 
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=.bb — êc mettant dans l’équation A, pour 

yy (a valeur bb — xb^_-*-KX. t & dans l’équation B , pour y 
la valeur b — a^, j’ai les deux équations Dix. F, où y ne ft 
trouve plus. Je choifis de nouveau l’équation £ pour faire 
évanouir x, & j’en tire x = <*-*-£ — ç_, & mettant dans > 
l’équation D pour x fa valeur a -y- b — j’ai l’équation F, 
qui devient par la réduction, & par la tranfpofition, l’équa- 
tion G , où x Sxy ne fe trouvent plus. 

i e . Soient les deux équations aa-y-iax-y- xx = lyy -+- iby 
+ bb, ixyy-*-by=aa-*-ax, d’où il faut faire évanouir^-. 
Je remarque que fi la fécondé équation étoit multipliée 
par 2 , l’on auroit xyy ■+• xby — xaa .+• xax , où les termes 
où y fe trouve, font les mêmes que dans la première 5 c’efl 
pourquoi fi l’on met dans la première pour x yy ■+■ xby fa v a- 
ieur + xaa-i-xax tirée de la fécondé, après l’avoir multi- 
pliée par x , l’on aura aa -t- xax + xx = xaa ■+■ xax bb, 
•qui fe réduit à xx = aa-hbb. Il en eft'ainfi des autres. 

xj. On peut encore par le moyen de cet Axiome faire 
certains changemens dans une équation en faifant certai- 
nes fuppofitions. Par exemple, il l’on a x* = aab, en fup- 
pofant ay—xxi&c mettant cette valeur de xx dans l’équa- 
tion x* = aab , l’on aura axy = aab, ou xy = ab j en divi- 
fant toute l’équation par a. 

De même, fi l’on a xx=<Ht-4-W, en luppolânt ac—bb, 
l’on aura xx=ax-*-ac ; &fi l’on a xx=ax+ac , en fup- 
pofant bb=ac, l’on aura xx = à* bb. Ce qu’on appelle 

changer un rcâapgle en quarré , ou un quarré en reâan- 
gle. On a fouvent oefoin de faire ces changemens. 

Pour ce qui relie à dire fur les équations : voyez l’Ap- 
plication de l’ Algèbre à la Gcometrie , Se&ion I. art. x & 3. 

On trouve dans les Ouvrages de plufieurs Sçavans Geo- 
metres un grand nombre de Théorèmes démontrez fur les 
raports , proportions , & progreflîons j mais il y manque 
la Méthode de les démontrer tous par le même principe, 
qui efl: ce qu’il y a de plus à defirer tant en cette occanon 
que dans toutes les autresrparties des Mathématiques. 

On pourroit tirer de ce que nous avons dit, n°. 18, 19, 

s y 
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20 & 1 1 j une Méthode pour démontrer très-facilement 
tôutes les proprietcz des proportions, 8c des progreflions 
tant arithmétiques que géométriques : mais ellen’eft pas 
allez generale , 8c ne convient qu'aux grandeurs propor- 
tionnelles ; c’cft pourquoi je me fuis déterminé à prendre 
une autre voye , qui convienne, tout à la fois , non feule- 
ment aux grandeurs proportionnelles , mais encore à tous 
les Théorèmes que l’on le propofe de démontrer par l’AL- 
gebre dans toutes les parties des Mathématiques. Voici le 
principe. 

Principe. ■ . 

z8.*A.P R e’s avoir nommé les quantitez qui doivent 
entrer dans la queftion par des lettres, l’on écrira l’Hypo- 
thefe en équation , & la confequcnce aufli en équation j 
8c en fuivant les trois Axiomes précedens, & leurs Corol- 
laires , on fera en f<j rte de rendre l’Hypothelë femblable à 
la confequence, & alors le Théorème fera démontré. Et 
fi les termes de l’équation qui renfermera la confequence, 
lé trouvent entièrement lèmblabies 5 de force que par la 
rédu&ion , elle puiflè devenir o = o. Le Théorème fera. 
aufli démontré : car les termes d’une équation ne fçau- 
roient être entièrement lêmblables fans être égaux , 8c ne 
fçauroient fe détruire fans c^rç femblables. 

Explication du Principe. 

io. LJ N Théorème contient deux parties, l’Hypothelè 
& la Confequence j l’Hypothelè eft ce que l’on y fuppolê } 
8c la Confequence eft la vérité qu’il s’agit de démontrer. 

zo. Le principe demande qu’on écrive toujours l’Hy- 
pothefe en équation. Souvent l’Hypothefe renferme cette 
équation , ou une proportion qu’il eft aifé de changer en 
équation: car fi l’on a ,a.b::c.d, l’on aura (n°. n.)a — b 

= c — d t fi la proportion eft arithmétique, & — — —, 

fi la proportion eft géométrique, puifque proportion n’eft 
autre chofe que l’égalité de deux raports. 
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30. Si l’Hypothefe ne renferme ni équation ni propor-, 
tion , on égalera les quanticez qu’elle renferme à d’autres 
lettres priles arbitrairement , 8c l’on aura par ce moyen 
des équations , comme on verra par les Exemples. 

40. On tirera de l’Hypothelê autant d’équations qu’on 
pourra: car cela ne peut que faciliter les moyens de rendre 
1 Hypothefe femblable à la Confequcnce. 

Lorfqu’il s'agit de démontrer quelques proprietez tou- 
chant les grandeurs inégales , 8c touchant les raports 
inégaux, l’on exprimera l’Hypothefe, 8c la confequen- 
ce par le moyen du ligne > , ou <, en cette forte a > 

ou <; b , — > ou < — , 8c on fe fèrvira de ces expreffions, 

que l’on pourroit appeller inégalité^, commet c’étoiene 
des équations : car il eft clair qu’on peut ajouter, fouftraire, 
multiplier, 8c divifer les deux membres de ces inégalitez 
par une même quantité, ou par des quantitez' égales, 
les combiner, comme on voudra avec des équations, les 
élever à des puiflàncés , en extraire les racines 5 en un mot, 
on peut les traiter â la maniéré des équations, pourvu qu’on 
ne les combine point enfemble, ( fi ce n’eft par addition 
8c par multiplication : car quoique 1 1 > 8 8c 6 > 1 , l’on 
a iz — 6 <58 — i 8c^<^) fans que le membre le plus 
grand ceflb d’être le plus grand j de forte qu’on aura les 
mêmes moyens de rendre l'Hypothefe femblable à la Con- 
fequence, ou la Confequence femblable à l’Hypothefe, 
que fi c’etoic des équations, 8c de démontrer par confè- 
quent toutes les proprietez des raports inégaux, de la 
même maniéré que celie des rapports égaux. 

y°. Il eft quelquefois à propos 6c même neceflàirc, pour 
rendre plus facilement l’équation qui renfêrrfte l’Hypo- 
thefe femblable à celle qui renferme la Confequence, de 
nommer les grandeurs proportionnelles , comme nous 
avons dit n<>. 19, 10, 1 1 8c u -, 8c de nommer par les mê- 
mes lettres les quantitct inégales qui ne font point pro- 
portionnelles , en caraéterifant les unes par quelque figne, 
ou par quelque lectre qui faflè voir leur inégalité. Par 

S “1 
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exemple , fi l’on veut démontrer quelque propriété qui 
convienne à trois grandeurs differentes A , i? , Ci ayant 
nommé A , a, au lieu de nommer B , b ; & C, c ; on peut 
nommer B , ma , ( m fignifie multiple , ou foùmultiple ) ou 
a±p> &cC,na(n fignifie multiple , ou fonmultiple , diflfè- 
rent de m), ou a ±p~+z r > en f e Servant du figne-t-ou — , 
félon que les quantitez qu’on veut exprimer, font moin- 
dres , ou plus grandes que celle qui eft exprimée par la 
première lettre a. 

Ce qu’on dira dans la fuite des raports fie des propor- 
tions, fe doit entendre des raports fie proportions géomé- 
triques, à moins qu’on n’avertifle que c’eft des raports fie 
proportion* arithmétiques qu’on veut parler. 

THEOREME I. 

ï 9 • S I quatre grandeurs a , b , c , d , font en proportion géo- 
métrique , le produit des extrêmes fera égal au produit des moyens . 
Il faut prouver que R a. tac. d, l’on aura ad = oc. 
L’on a par l’Hypothefe a. 6 ::c. d ; donc ( no. n.) 

1 . _ _L : or il eft clair ( Axio. i. Coroll. 4. ) qu’en ôtant 
bd , 

lés fraélions, on aura ad = bc , qui eft fèmblable à la Con- 
fcqucnce. C. Q ^ F. D. 

30. On prouvera de même que dans une proportion 
continue le produit des extrêmes eft égal au quarré de la 
moyenne. Ainfi fi a. b:: b. c, l’on aura ac = bb. 

CeTheorême fournit un autre moyen dont nous nous fer- 
virons dans la fuite, de changer une proportion en équation. 

Corollaires. 

i".I L fuit*que connoiffant trois des termes a, b, c , d’une 
proportion , on pourra toujours trouver le 4e que je nom- 
me x : car puifque (Hyp.) a. b::c. x , l’on aura ( n°. 19.) 
ax — bc i donc en divifant toute cette équation par a , 

bç t 

l’on aura .* = —, d’où l’on voit^ue la valeur de bc divi- 

a . - 

fcc par la valeur de a , donnera celle de x. 
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i*. De même dans la proportion continue, connoiffànt 
les extrêmes a Se. b y on trouvera la moyenne que je nom. 
m'ey; car puifque ( Hyp.) a. y wy. b , l’on 3 Lanyy = abi 
& partant (Axio. 1 .) y=.-+/vab\ c’eft pourquoi la racine 
de la valeur de ab fera la valeur de^. Les valeurs négatives 
ne fatisfont point aux Problèmes. On en expliquera T’ufagc 
ailleurs. 

• * 

Theoreme II. m 

31. L B S racines des produits qui forment chaque membre 
d'une équation font réciproquement proportionnelles , ceft-èt~ 
dire qu'en prenant les racines d’un des membres pour les extrê- 
mes } & Je s racines de P autre pour les moyens , ces quatre ra- 
cines formeront une proportion. 

Soit l’équation abc = dfg. Il faut prouver que ab . df r. 

àb àf 

g. c y ou afin que la confequence foit en équation — = — : 

car l’cquation ne peut être vraye que la proportion ne le 
foie auflî. 

En divifant toute l'équation abc — dfg, par gc , l’on 

abc d/g ab df -nr 

aura — = — , ou ( art. 1. n®. 37. ) — = — , qui eit lem- 
g‘ g‘ s 1 

blable à la confequence. C. -D. 1 

Corollaires. 

i et . O N peut tirer de la même équation abc = dfg plu- 
fieurs autres proportions , Se. les démontrer de la même 
maniéré, pourvu qu’on prenne lesextrêmes dans un mem- 
bre , Si les moyens dans l’autre, & qu’on garde la Loi des 
Homogènes , c'eft-à-dire que les termes de chaque raport 
ayent un pareil nombre de dimenfions : par exemple , on 
en peut tirer a. d-.-.fg. bc ; b . f:\dg. ac ,&c. mais quoiqu’on 
le puillë , on n’en doit pas tirer a . df:-. g. bc ; car on com- 

Î iareroit des quantitez de dififèrens genres , comme une 
igné avec un plan. Il en cft ainfi des autres, 
a®. Il eil clair qu’afin qu’une équation puiflè être ré- 
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duice en proportion , il faut que chaque membre loft le 
produit de deux quantitez qui fe puiilc l'éparer par la di- 
vifion } c’eft pourquoi il eft louvent neceflaire de la chan- 
ger d’état pour la réduire en proportion. Par exemple, on 
ne peut réduire cette équation xx = ax~\-bb en propor- 
tion dans l’état où elle eft : car le fécond membre ne peut 
Être divifé par aucune quantité : mais en tranfpofant , l’on 
a xx — ax = bb , d’où l’on peut tirer x . b :: l . x — a. De 
telle-ci xx — aa — bb , on peut tirer a — b . xwx . a-*-b. 
De celle-ci xx = aa-*~ bb, ou xx — aa — bb, on peut tirer 
x — a . b :: b .x + a. Mais pour changer celle-ci xx = aa 
— bc en proportion ; il faut changer bc en un quarré , ou 
aa en un redanglc dont un côté foit b , ou c ; faifant donc , 
par exemple , bc = dd , l’on aura xx = aa — dd, d’où l’on 
tire a — d . x x . a-*-d. Il en eft ainfi des autres. 

3 e . Il fuit aufli qu’un raport ou une fradion comme — 

C 

eft un des termes d’une proportion } & renferme les trois 

4ib 

autres : car faifant — = x , l’on aura en multipliant par 
C , ab =.cxi donc (n°. 31.) c.av.b. x , ou c.ar.b. — , en 

ëb 

remettant pour x fa valeur — . 

4 e . Il fuit aufli des deux Théorèmes précédons que 
fi quatre grandeurs a , b, c, d, font proportionnelles , c’eft- 
à-dire que a . b:: c. d, elles feront aufli proportionnelles 
dans les quatre variations fuivantes. 

1 . a . c :: b. d, ce qu’on appelle , permutando. 

2. b . a:-, d. c, ce qu’on appelle, invertendo. 

3. a->rb.b-.\ c-t-d.d, ce qu’on appelle , comfonendo. 

4. a — b. b:: c — d. d, ce qu’on appelle , divtdendo. 

Car fi les équations que l’on tirera ( n°. 2 9. ) de ces qua- 
tre analogies font vrayes , les analogies le feront aufli. Or 
la première & la fécondé analogie donnent ad=bc-; la • 
troifiéme donne ad •+■ bd = bc -+- bd , & la quatrième ad 
— bd=bc — bd: mais l’H ypothefe a. bue, donne ad = bc, 

qui 
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qui eft la première équation , & qui montre par confèquenc 
la vérité des deux premières analogies. 

Si l’on ajoute , & fi l’on foultraic bd de chaque'membre 
de l’équation ad = bc tirez de l’Hypt>rhefe, l’on aura ad 
-t -bd—bc-t-bd,èc ad — bd — bc — bd, qui font femblables 
aux deux dernieres équations tirées des deux dernieres ana- 
logies, & qui en font par confequent voir la vérité. 

Il y a 1 encore d’autres variations dans les proportions 
que l’on -démontrera avec la même facilité. 

TheorÊme III. 

3 1. S / deux grandetftrs quelconques a & b , font multipliées , 
far une même grandeur c, rationnelle ,ou irrationnelle, les pro- 
duits ac & bc, feront en même raifon que les mêmes quantité 
a & b. 

Il faut prouver que ac. ber. a. b, ou, afin que la con- 
fequence foit en équation , que ( n°.»»9- ) abc = abc. * 
^Parceque les deux membres de cette équation font fembla- 
blcs,illuit(n n . 19, & 3 1 . ) que ce qui étoit propofé eft vrai. 

CoROLLAI RE S. 

1". I L eft clair qu’on peut multiplier les quatre termes 
d’une proportion , ou l’un ou l’autre des deux raports 

J jui la forment, ou lelttdeux antecedens , ou les deux con- 
equens de ces raports, par telle quantité qu’on voudra, 
•fans que ces raports ceflènt d’être égaux. 

1'. Et pareeque les raports, ou les divifions indiquées, 
font des fractions , il fuit qu’on peut multiplier les deux 
termes d’une fraction par telle quantité qu’on voudra, 

lâns que cette fraction change de valeur. Ainfi — = — , 

b bc 

en multipliant les deux termes par c. 

3 e . Une quantité quelconque , qui n’eft point fraction- 
naire devient unefraClion étant comparée à l’unité, ce qui 
n’y change rien , c’eft pourquoi toute quantité qui n’eft 
point fractionnaire, peut être changée en üne fraction , 
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donc le dénominateur fera celle quantité qu’on voudra. 

û cb 

Ainfi a op — = — , en multipliarfc chaque terme par b . 

t b 

4'. Il fuit aulfi qu’on peut donner à des fra&ions des 
dénominateurs femblables , lorfqu’clles en ont de diffé- 
rons , ce qu’on appelle réduire la fraïlions à même déno- 
mination : car pour cela , il n’y a qu’à multiplier les deux 
termes de chacune par le dénominateur de l’autre, s’il n’y 
en a que deux. Ainfi pour réduire à même denomina- 

tion — 6c —, ayant multiplié les deux termes de la pre- 

* * * * abé 

miere par r, 8c ceux de la fécondé par c, l’on aura — 

. v 

Ce— S’il y en a un plus grand nombre, on multipliera les 

‘g 

deux termes de chacune par le produit des dénominateurs 

des autres. Ainfi poux réduire —, —, — en memedéno* 

à f g • 

mination ; ayant multiplié les deux termes de la première 
par /g, ceux de la fécondé par dg, êcceux delà troifiême 

Jr *fg bdg céf 

par i if. I on aura — , — , — . 
r m àf g du 

Il fe trouve fouvent des fractions que l’on peut réduire à 
meme dénomination , fans les chan§br toutes d’expreffion. 

Ainfi — & —, feront réduites en même dénomination , . 
(de 

■en multipliant les deux termes de la fécondé par d : car 

<tgh * . 

1 on aura — • 

. cd 

j e . Il fuie encore que c’eft la même chofe de divifèr le 
dénominateur d’une fraétion , par une quantité quelcon- 
que, ou de multiplier fon numérateur par la même quan- 
i • , - ab abd abd 

cite. Ainfi — = — = — . 

, c ei e ' 
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THEOREME IV. 

33. S/ l‘ on divife deux grandeurs quelconques a & b par une 
meme grandeur c , rationnelle ou irrationnelle ; lés quotient 

j b u * 

— é 5 feront en rtÿme raifon que les premières grandeurs 


C 

a & b 


11 faut prouver que 


a. b y ou, ayant fuppofë 


JL = p j 6c — = q } que p. qv.a. b, ou afin que la éon- 

c C 

fèquence foit en équation, que bp=aq. 

La première équatiôn ( Axio.i. Coroll.4.)donne a=zcp t 
&laleconde, b=cq } d’où l’on tire ( Axio. 1. Coroll. 1..) 
acq = bcp , ou en divifant par c,aq — bp-, donc (Th 1 . ) 
a b 

p . q :: a. b , ou — a. b , en remettant pour p , & 

# «-• „ Êtr , 

pour leurs valeurs — & — C; Q^F. D. 

C C 

On pourroit démontrer ce Theorême en cette forte. 
La Confequence — . — :: a . b * donne ( Theor. i.) — = ?L 

et ’ et 

qui eft une équation évidente par elle-même. 

2 e . C’eft aulfi par le moyen de ce Theorême que l’on 
réduit les raports ou fra&ions à leurs plus fimples expref- 
fions. Ce qui fe fait en divilànt l’antecedent & le confe- 
quent de chaque raport par une même quantité, que l’on 
nomme , commun divifeur , & les deux quociens forment 
un autre raport , ou fraélion égale à la prôpofée , mais 
plus fimple. 

Or il eft fouvent aifé d’appercevoir ce commun divi- 
feur , & particulièrement quand les deux termes du ra- 
port. que l’on veut réduire font incomplexes. Mais lî on 
ne Papperçoit pas par la feule infpe&ion des termes , on 
cherchera ( art. 1. n°. 5 6. ou 57. ) tous les divilèurs de 

hi i 
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l'antecedent, & cous ceux du confequent; &lcs divifeurs 
de l’anteccdenc qui fe trouveront aufli parmi ceux du con- 
fequent , feront des divifeurs communs ; mais on ne Ce 
fervira que du plus grand : s’il ne s’en trouve aucun parmi • ' 
ceux de l’antecedent, qui fe trouve aufli parmi ceux du 
confequenc , la fraûion rie pourra être réduite à de plus 
Amples termes. # 

Exemples. 

Exemple i. — fe réduit, ou eft égal à en divi- 

«c „ 

fane chaque terme par leur commun diviîèur a. 

abcVabd abVbd 

Exemple z. = en divifâne les parties ra- 

cxVag ' xVg 

donnelles par c, & les irrationnelles' par v'a. 

abcVabc abVdc . 

Exemple 3. ■ = — — en divifant les parties ra- 

tionnelles par c , & les irrationnelles par Vb. 

4 J 

• Exemple 4. — = 7 = 1 , en divifant les deux termes 

A 

• a‘ » — J ° • 

par a : Mais (art. 1. n°. »»-. ) — = a == a ; donc a 

— 1 , ce que nous avions fuppofé*dans l’endroit que nous 
venons de citer. . . 

4 1 I 

Exemple j. — — — , en divifant chaque terme par a’: 

4* a 

a' i — (===■< — » — » i 

mais (art. 1, n°. z 1. ) — = a 5 donc a = — > 

' a a 

ce que nous avions encore fuppofé au même endroit, 

t,$db j* ■ 9 

Exemple 6 — en divifant chaque terme par 5 b. 

If if )« 

Exemple 7. — — > 01 divifant chaque terme 

par leur commun divifeur a h- b. 

_ 1 „ «* — i’ aa-4-ab -b-bb 

Exemple 8. — — = , en divifant chaque 

aa — bb a 4- b 

terme par le commun divifeur a — b. 
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A 

m Theore. meV. 

34. S I l’on divife une même quantité a, par des quantité ^ 
differentes b & c , les quotient feront réciproquement propor- 
tionnels à leurs divifeurs. 

Il faut prouver que — . — :: c. b , ou, ayant fuppofé 1 . 

• b c b 

a • 

—p, & — =-q, quep. q :: t. b , ou afin que la corrie- 

C 

quence foie en équation , -que bp = cq. * 

La première füppofition donne a — bp, & la fécondé 
a= cq \ donc ( Axio. 3 . ) bp — cq , & partant ( Theor. x . ) 

p.qnc. b y ou — . — vrc.by en remettant pour p , 8 c 

b t 

pour q , leurs valeurs j, & j. C. Q^F. D. 

On pourroit démontrer plus Amplement ceTheorême: 
caria confeciuence — . — ::r. ÆMonne (Theor. 1.) — = —, 

b c b c 

ou (art. 1. no. 37.) a — a, ou, a — a = o, ou 0 = 0. 
Theoreme VT. 

3 3 S/ trois grandeurs a, b , c, font en proportion continue,- 
la première & y fera à la troi (terne c, comme le quarrè de la ■ 
première aa, au quarrè de la fécondé bb. 

11 faut prouver que a. c :: aa. bb , ou afin que la con- 
séquence ioit en équation, que aac — abb. 

L’on a ( Hyp. ) a. b:: b. a donc ac — bb, ôc partant aac • 
== abb en multipliant chaque membre par a.C. Q^F.D. 

Theoreme VIL 

36. L O RS QV E plufieurs raports font égaux, comme 

_1 = — — — , &c. La Comme des antccedens a-v-c-t-d, 
b d e 

efl k la fomme des confequens b -+- d e, comme celui quéon 
voudra des antecedens ,efl à fon confequcnt. 

h iij 
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Il faut prouver que a-*-c + d. b -+-d-r-c :: a. b , ou, 
afin que la confequence foit en équation , que ab-+-bc • 
-*-J>d=ab-i-ad-*-ae y ou en ôtant de part & d’autre le ter- 
me ab qui fe détruit par la rédu&ion , bc-*-bd=dd-i-ae. 

Les deux premiers raports égaux ( Hyp. ) donnent 
ad — bc, le premier & le troifiême donnent ae=bdi donc 
(Axio. i. Coroll. i.)bù-+-bd = ad+-ae. C, ^ F.D. 

% 

• Corollaire. 

37. Il fuit de ce Théorème, que connoiflant les deux 
premiers'termes a & b , & le dernier c, d’une progreffion 
■géométrique, on trouvera aifément la -fournie de tous les 
termes qui la compolènt : car nommant la fomme des 
antecedens xi la fomme des confequens fera x — an-c. 
OrparceTheorême, x. x — a+c ::a. b ; donc(Theor. 1.) 
bx = ax — aa+aci ou , en tranfpofant, & en fuppofant 
a> b , ax — bx=aa — aci d’où l’on tire (Axio. 1. Cor. j.) 

X = . Ce qu’il faloiutrouver. 

a — b 

Si a > b , ou ce qui eft la meme chofe, fi la progreffion 
va en diminuant , & qu’on la fuppofe infinie , en faifant 

le dernier terme c= o , l’on aura x = pour la va- 

• a • — - b 

• leur de tous les termes de la progreffion : car le terme ac 
le détruit à caufe de t = o. 

Theoreme VIII. 

* 38- fins grande a de deux quantité^ inégales a & b a 

un fins grand rapfort à une troifiême grandeur c que la plus 
petite b -, & la mime grandeur c, a un plus grand raport À 
la plus petite b qud la plus grande a. 

Il faut prouver, 1° Que — 2°. Que -1 ^ _ 1 , 

L’on a par l’Hyp. a > b > donc ( par le principe pré- 
cèdent , & les explications ) — —, en divifânt cha- 
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que membre de cette inégalité par c. Ce qu’il faloit pre- 
mièrement démontrer. 

L’on a encore ( Hyp. ) a > b , donc en multipliant cha- 
que membre de cette inégalité j>ar c , 8c divifant chaque 

. , „ ac te 

• membre par ai, Ion aura — > — , ou ( jrt. r. n«. 3 7. ) 

ob a b 

ce 

— > — .Ce qu’il faloit en fécond lieu démontrer. 

o a • , 

Nous avons fuppofé dans la Multiplication , 8c dans 
la Divilîon, que ■+■ x -4- , 8c — x — donnoit ■+■ ; 8c que ■+- 
* — j ou — x ■+• donnoit — . En voici la preuve , en fup- 
pofant feulement que -4- x -t- donne -+- , dont perfonne ne 
doute. • 

39. Soit a — - b à multiplier par -4- c. Je dis que le pro- 
duit fera ac — bc : car ayant fuppofé a — b=p-, l’on àura 
en rranfpofant <* = /> -4- b , 8c multipliant cette équation 
par -4-**, l’on aura ac= pc ■+• bc > donc en rranfpofant, ac 

— bc = pc ; donc a — b x. c =ac — bc. 

40. Soit prefentemenc a — b à multiplier, par — c. Je dis 

que le produit fera — ac ■+■ bc .- car ayant fuppofé a b 

= />, l’on aura en rranfpofant a = p-t- b } donc en mul- 
tipliant par — c, l’on aura (n°. 39.) _ ac = —pc — bc , 
ou — ac-t-bc — — pci donc a — b x — c — — ac -4- bc. 

41. Je dis aufli que -fi. = — b : car le produit du 

divifêur par le quotient , doit donner le dividende , ce 
qui n’arriveroit pas fi le quotient étoit ■+■ b : car — a x-y-b 

= — ab y qui n’eft point le dividende. Au contraire 

a x — b = ■+■ ab, qui eft la quantité à divifèr. 

41. Il éft de-là évident que ~ y puifque dans 

l’un 8c dans l’autre cas , le quotient doit être négatif, ce 
que nous avons aufli fuppofé ailleurs. 

R E M A B. Q_U E. 

I°.T O u t le Calcul algébrique eft fondé fur les trois 
Axjomes précedcns , 6c iur les quatre premiers Thcorc- 
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mes que l’on vient de démontrer. On n’a démontré les 
quatre derniers que pour faire voir l’ulàge de notre prin- 
cipe , &c que par fon moyen , on peut démontrer d’une 
maniéré qui eft toujours la même , toutes les proprietcz 
des raports égaux , & inégaux, des proportions , & des 
progrellions géométriques. 

i°. L’on remarquera aufliqu’en fuivant le mêmeprincipe, 
l’on démontrera avec la même facilité toutes les proprie- 
tezdes raports, proportions.^ progrellions arithmétiques. 

3°. Que l'équation qui exprime la confèquence ou la véri- 
té que l’on veut démontrer , peut toujours être délivrée 
de bradions , de lignes radicaux , & réduite à fes plus lim- 

( )les termes , avant que de chenjier à lui rendre lèmbla- 
île celle qui renferme l’Hypothefe : car une équation 
étant vraye dans un état , elle le fera dans tous ceux qu’elle 
ell capable de recevoir. 

Il s’agit prcfentement d’ajouter, fouftraire, multiplier, 
divifer , & extraire les racines des raports , ou fradions. 

Addition, et Soustraction. 

43 . P O u r les ajouter, on les écrira de fuite làns chan- 
ger aucun ligne j 8c pour les fouftraire , on les écrira de 
fuite en changeant les lignes de celles qui doivent être 
fouftraites , foit que leur dénominateur loit le même , ou 
non. On leur donnera enfuite un même dénominateur -, 
8c après avoir réduit ( art. i. n°. n. ) dans l’un 8c l’autre 
cas , les numérateurs femblables , on prendra pour la 
fomme , ou pour la différence , celles des deux expref- 
lions qui fera la plus limple. 

Exemples. 

P — «4 *d . ab H— r» 

Our ajouter — . avec — , 1 on aura — . Pour ajou- 

c t c 

aab* tubb , . tub* 

ter avec , I on écrira 

a 4 — laabb b* aa — bb a 4 — xaabb -f- b* 

*»- , ou après les avoir réduites en même déno- 
ta — bb r . 

* mination 
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. . eab* -+- a'bb — aab* #’ bb 

mination, =(arc. i.n®, 1 1.) — — - — - 

a* — laabb -f- b 4 a — iaabb-\-b* 

qui eft une expreffion plus fimple que la première. 

„ „ ab . aa — bb aa — bb 

Pour fouftraire de l’on écrira — . 

( — d ( c 

. , ou, après leur avoir donné un même dénominateur 

t — d 

aa: — bbc — aad bbd — abc , . „ . . 

.. La première expreuioneft la plus 

ce — ci 

fimple. 

Multiplication. 

44- O N multipliera les numérateurs , & enfuite les déno- 
minateurs l’un par l’autre * & les deux produits formeront 
une fraétion que l’on réduira à fon exprelfion la plus fimple. 

Soit — à multiplier par — . Ayant fuppofé — =p, & 
b d b 

bc abcc — — 

— = q. Il faut prouver que = fq = — . 

d bd d 

La première fuppofition donne ac = bp , & la fécon- 
dé , bc = dqi donc ( Axio. i. Coroll. i. ) abcc = bdpq î 

donc ( Axio. i. Coroll. t. ) — z=zpq=z C. Q.F. D. 
v bd d 

ttb cd ab 

De même — x b h , ou ( Theor. 3. Coroll. 3. ) — 

, c b c 

bb-+-cd abi’d-abcd abb-b-acd .. .- . , 

x . = = , en divifant les deux 

b bc c 

termes par b. Par la même raifon ft x d , ou — = — . 

c I C 

De’ FINITION. 

45- Le produit — de deux raports diffèrens — & 

bd b d 

eft appellé raport compofê , ou raifon compofec ; Si le produit 

— d’un raport — , multiplié par lui-même , eft appelle 

bb b 

raport double , ou raifon doublée, 
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Division. 

4 6. L E produit du numérateur du dividende par le dé- 
nominateur du divifeur fera le numérateur du quotient, 
& le produit du dénominateur du dividende par le numé- 
rateur du diviléur , fera le dénominateur du quotient. On 
réduira enfuite le quotient à fon exprellion la plus (Impie. 

Soit propofé le raport — à divilèr par — . Ayant 

_ 4 $ Mt 1 . M(h p 

fuppofé — —p , 8c — = q. Il faut prouver que — = — 
w 


La première fuppofition donne ah = cp -, la féconde , 
ac = ha j donc ( Axio. i . Coroll. i . ) — = — , ou , en mul- 
tipliant chaque membre par h , 8c divifant chaque membre 

M r U 

par c , — = — = C. -F. Z). 

* Met q ce 

De même divifé par </, ou par — , donne 
Extraction 


Des racines des qitantitexjraîiionnaircs. 

4.7. iLeft clair par les réglés de la multiplication des fra- 
yions, que pour extraire leurs racines, il n'y a qu’à ex- 
traire celle du numérateur , 8c celle du dénominateur , 
8c ces deux racines formeront une fra&ion , qui fera la 

« 11 ri a • r j TI 

racine de la propo(ee. Ainh V — = = . Il 

«*“ i.V* ,Vt 

en eft ainfi des autres. 

Les mêmes operations fur les fra&ions irrationnelles 
n’ont rien de particulier. 


Fin de P Introduction. 
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APPLICATION 

D E 

L'ALGEBRE 


A LA GEOMETRIE 

-$■ «• 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - ■ 4 - 4 - 4 - « 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 - 4 > 

SECTION PREMIERE. 

Où l'on donne les définitions & les principes generaux 
qui fervent pour refoudre les Problèmes , (dé- 
démontrer les Théorèmes de Geometrie. 

Définitions. 

L y a deux fortes de proportions dans la 
Geometrie, aufquelles on peut appliquer 
l’Algebre , qui font les Théorèmes 6c les 
Problèmes. 

i. Les Théorèmes font des propofitions 
qui contiennent des veritez. Géométriques qui ne dépendent 
d'aucune operation , 6c qu’il faut feulement démontrer. > 

A 


2 


Application de l’ Algèbre 

2. Les Problèmes font d’autres proportions qui deman- 
• dent que l’on faflè quelque operation , & que l’on démon- 
tre que l’operation que l’on a faite , fatisfait à la queftion. 
Ce qui s’appelle refoudre le Problème. 

Il y a des Problèmes déterminez, fie d’autres indéter- 
minez. 

3 . Les Problèmes déterminez font ceux qui n’ont qu’une 
feule folution, ou qu’un nombre déterminé de folutions. 
Si l’on propofe, par exemple, de couper une ligne don- 
née en deux également , on voit clairement que ce Pro- 
blème ne peut avoir qu’une lèule folution ; mais fi l’on 

Fig. i. propofe de couper une ligne donnée AB en un point C , 
en forte que le rectangle AC x CB foit égal au quarré 
d’une autre ligne donnée EF ; il eft clair que ce Problème 
peut avoir deux folutions , 8c qu’il n’en peut pas avoir da- 
vantage : car fi après avoir trouvé le point C qui fatisfait 
à la queftion , on la coupe encore en un autre point D 
qui foit autant éloigne de A que C l’eft de B , le reétangle 
AD x DB fera égal au reétangle AC x CB puifque AD 
= CB, fie AC-= DB. Il eft ailé de voir T)u’il n’y a point 
d’autre point qui puiife fatisfaire au Problème. 

4. Les Problèmes indéterminez font ceux qui ont une 
infinité de folutions : comme fi l’on propofe de divifer une 
ligne donnée en deux parties fans y admettre aucune au- 
tre condition , il eft évident que tous les points de cette 
ligne fatisfont au Problème. De même fi l’on propofe de 
trouver deux lignes dont le raport foit égal à celui de deux 
autres lignes données 5 l’on voit évidemment que les deux 
lignes que l’on cherche, peuvent être prifes d’une infinité 
de grandeurs differentes, 8c qui auront toujours entr’elles 
le même raport. Semblablement. 

Fig. 1. j. Si l’on demande de trouver un point B fur la circon- 
férence d’un demi cercle ABC, en forte que la perpen- 
diculaire B H , menée du point cherché B fur le diamerre 
AC foit moyenne proportionnelle entre les parties AH 
fie HC du diamètre AC. On fixait que tous les points delà 
circonférence ont cette propriété , c’eft-à-dire que toutes 
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Jcs perpendiculaires , comme B H font moyennes propor- 
tionnelles entre AH 6 c HC en quelqu'endroit que l’on 
prenne le point B. 

D e’ F J N I T i o N. 

é LES lignes droites ou courbes qui renferment, ou fur 
lefquelles lont tous les points quirefolvent un Problème 
indéterminé , font appeliez lieux Géométriques. Ainfi la de- 
mi circonférence ABC eft le lieu qui contient tous les F i 
points B , d’où l’on peut tirer des perpendiculaires B H 
moyennes proportionnelles entre AH , & HC. 

Avertissement. 

7. Quoique ton fe propofe ici de donner la maniéré de dé- 
montrer les Théorèmes de Géométrie par le moyen de l' Algè- 
bre ; il rtg faut pas entendre cela fi généralement qu'il n'y en ait 
quelques-uns d'excepter^: car il y en a d' Elémentaires où l’Al- 

? ebre n'a point de prife. On ne peut , par exemple , démontrer par 
Algèbre que les cotczjhomolojgucs des triangles femblables font 
proportionnels. Il en eft de même de plufieurs autres i & c'efi 
particulièrement de ces deux T heorèmes que /’ A Igcbre a befoin , 
par le moyen de [quels on vient à bout de tout , comme on ver- 
ra dans toute l'étendue de cet Ouvrage. Soit qu’il s'agiffe de 
re foudre un Problème , ou de démontrer un T heorème de Géomé- 
trie par le moyen de l’ Algèbre , il eft toujours neceffairc de trou- 
ver des équations & pour ce fujet il faut nommer toutes les lignes 
connues & inconnues qui y peuvent fervir , par des lettres de 
P Alphabet , avec cette différence que l'on nommera les données 
ou connues , ou déterminées , ou confiantes par les premières a, 
b , c , d , &c. çf les inconnues ou indéterminées , ou variables 
par les dernières , r , f, t , u , x , y , z. 

Et pareequ’ily a fouvent plufieurs chemins pour trouver les 
équations ncceffaires pour la dimonftration d’un Théorème , ou 
pour la réfolution d’un Problème , on pourroit prendre celui qui 
fe prefcr.tcroit le premier s’ils condaifoient tous à des équations 
également [impies , Q~ d'où P on put tirer des conftruf lions égale- 
ment élégantes : mais comme l'on arrive quelquefois à des èqua- 
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tiens trés-compofées , en fuivant certaines routes , & que l’on 
arriverait à de très-fimples en en fuivant d'autres ; il s'enfuit 
que lorfquon ne trouve pas les premières équations au [quelle s 
on eft parvenu par les premières fuppofitions , affpz, (impies , il 
en faut chercher d'autres par d’autres voyes , &nc fe point re- 
buter : car lorfquun Problème eft fimple de fa nature , on trouve 
ordinairement des équations ftmples pour le refoudre : mais par- 
ccque pour trouver des équations fimples , cela dépend particu- 
lièrement des lippes que l'on nomme par des lettres inconnues, 
c'efi- à-dire , qu'en nommant certaines lignes par des lettres in- 
connues , on arrive à des équations très compofees , au lieu qu'en 
en nommant d'autres par les mêmes lettres inconnues , on arrive 
fouvent à des équations très-fimples. 

8 On ne peut donner de réglés précifes pour déterminer parmi 
les lignes inconnues celles que l'on doit nommer par des lettres 
inconnues, pour parvenir aux équations les plus fimple*, ni pour 
tirer certaines lignes qui font neceffaires tant pour la démon- 
stration des Théorèmes , que pour la refolution des Problèmes , 
mais r on peut faire certaines remarques , & établir certains 
principes qtfi ne laiffent pas dé avoir un grand ufage dans l'un 
ijr- f autre cas. On les trouvera ailleurs. 

PRINCIPES GENERAUX 

Pour appliquer l' Algèbre a la Geometrie. 

II. T Ors q^j’i l s’agit de refoudre un Problème , ou 

J , de démontrer un Théorème de Geometrie , on 

doit premièrement bien entendre ce dont il s’agit, c’eft- 
à-dire l’état de la queftion , & bien remarquer les qualitez 
des lignes qui doivent former la figure fur laquelle on doit 
operencaril y a des lignes données de pofition feulement; 
d’autres données de grandeur, & de pofition tout enfem- 
ble ; d’autres données de grandeur, &. non de pofition ; &c 
d’autres enfin qui ne font données ni de grandeur, ni de 
pofition. 

i . Les lignes données de pofition feulement, font celles 
dont la fituation eft invariable & toujours la même , mais 


Digitized by Google 


alaGeometrie. 5 

dont la longueur n’cft point déterminée: comme la ligne 
£FG , qui étant une fois polee dans une fituation perpen- r i c. i. 
diculaire au prolongement du diamètre AC d’un demi 
cercle ABC, à une certaine diftance du point C, ne peut 
avoir aucune autre pofition. 

Les lignes données de grandeur 8c de pofition tout en- 
fcmble, font celles qui ne peuvent changer de fituation, 

8c doht la longueur eft déterminée , de lorte qu’elles ne 
peuvent ni alonger ni acourcir: comme le diamètre AC du 
demi cercle ABC, qui étant une fois pôle dans une fitua- 
tion perpendiculaire à la ligne JFG , ne peut avoir aucune 
autre pofition. 

Les lignes données de grandeur, 8c qui ne le font point 
de pofition , font celles dont la grandeur ne peut varier * 
quoique leur fituation puifle changer, comme le demi dia- 
mètre DB , qui demeure toujours de même grandeur en Fie. »:• 
quelque endroit de la circonférence ABC que l’on prenne 
le point B. Les lignes données de grandeur lont aufii ap- 
pellées lignes connues ou lignes confiantes , 8c on les nomme 
par des lettres connues, a ,b , c , d, &c. 

Les lignes qui ne font données ni de grandeur ni de po- 
fition, font celles qui en changeant de places, changent 
auffi de grandeur, comme la perpendiculaire B H qui chan- 
gera de grandeur 8c de place autant de fois que le point H 
s’éloignera ou s’approchera du point D. Les lignes qui ne 
font données ni de grandeur ni de pofition , font auffi ap- 

f ieliées lignes inconnues , indéterminées , ou variables , 8c on 
es nomme par des lettres inconnues x ,y, &c. 

». Lorfqu’on veut refoudre un Problème, on le doit con- 
fiüerer comme déjà refolu , & ayant mené les lignes que 
l’on juge neceflaires , l’on nommera celles qui font con- 
nues $ar des lettres connues , & celles qui font inconnues 

{ >ar des lettres inconnues, & fans faire de diftinction entre 
es quantitez connues & inconnues, on examinera les qua-. 

Jitez de la queftion , 8c l’on cherchera le moyen d’exprimer 
une même quantité en deux maniérés differentes 5 8c ces 
deux expreffions d’une même quantité étant égalées l’une 

A iij 
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à l’autre , donneront une équation qui refbudra le Pro- 
blème, qui fera déterminé, fi elle ne renferme qu’une feule 
lettre inconnue. 

Mais fi elle renferme pluficurs lettres inconnues, il faut 
tâcher par le moyen des differentes conditions du Pro- 
blème de trouver autant d’équations que l’on aura em- 
ployé de lettres inconnues, afin que les faifant évanouir, 
de la maniéré qu’il eft enfeigné dans tous les livres *d’Al- 
gebre, l’on ait enfin une équation qui n’en renferme qu’une 
leule j cette équation étant réduite , s’il efi: neceflàire , à 
fes plus Amples termes par les maniérés ordinaires expli- 
quées dans les mêmes livres d’Algcbre , donnera la folu- 
tion du Problème qui fera encore déterminé. 

Si l’on ne peut trouver autant d’équations que l’on a 
employé de lettres inconnues, de forte qu’il refte au moins 
deux inconnues dans la derniere équation , le Problème 
fera indéterminé, & aura une infinité de folutions. Enfin, fi 
dans la derniere équation il reftoit crois ou un plus grand 
nombre de lettres inconnues , le Problème feroit encore 
indéterminé , mais il feroit d’une autre efpece dont nous 
ne parlerons point. 

Il eft fouvent facile de reconnoîcreparles qualitez d’un 
Problème, s’il eft déterminé ou indéterminé ; auquel cas 
onfçait, fi ayant employé deux inconnues, on doit trou- 
ver deux équations , ou fi l’on n’en doit trouver qu’une 
feule : mais il arrive aufli quelquefois que cela n’eft pas fi 
facile à diftinguer , & c’elt en ce cas qu’il faut tâcher de 
trouver autant d’équations qu’on a employé d’incon- 
nues , afin de déterminer par ce moyen la qualité du Pro- 
blème. 

On n’explique point plus au long ce principe 5 car tout 
ce Traité n’en eft que l’application. On fe contentera de 
faire ici quelques réflexions fur les équations qui ne con- 
* tiennent qu’une feule , ou deux lettres inconnues , c’eft- 
à-dire fur les équations déterminées , & fur les indéter- 
minées. 


Des 
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A LA GEOMETRIE. 

Des Equations D Éter mine’e s. 

3 0 N fçait que la lettre inconnue de ces équations, a 
autant de valeurs ou de racines , qu’elle a de dimenfions 
dans le terme où elle elt le plus élevée, que ces valeurs 
font vrayes, faillies, ou imaginaires; on ne dit pas qu’elles 
fuient toutes d’une même efpece dans une même équa- 
tion : car dans une même équation il y en a quelquefois 
des trois elpeces, de vrayes, de fauflès & d’imaginaires. 

Les racines vrayes ou pofitives font celles qui font pré- 
cédées du ligne -+■ : comme x = -+■ a . 

Les racines fauflès ou négatives font celles qui font pré- 
cédées du ligne — : comme x = — a. Les racines fauflès 
font d’un grand ulage dans la Geometrie; car comme elles 
font autant réelles que les racines pofitives, elles fervenc 
à déterminer les polirions des courbes autant que les po- 
fitives, dont elles ne diffèrent qu’en ce que les pofitives 
devant être prifes d’un côté d’un point ou d’une ligne , les 
fauflès doivent être prifes de l’autre, comme on verra dans 
la fuite. 

Les racines imaginaires font celles qui font fous un ligne 
radical avec le ligne — , dont l’expofant eft un nombre pair : 
comme x=\/ — ab j & comme la valeur de ces racines ne 
peut être exprimée , on les regarde comme nulles ou = o ; 
de forte que x=sV — ab doit erre regardée commcr=o. 

Dans toutes les équations où il n’y a que deux termes 
tous deux pofitifs, l’un connu & l’autre inconnu, fi l’ex- 
pofant de l’inconnue eft un nombre pair, elle aura deux 
valeurs réelles , l’une pofitive & l’autre négative ; toutes 
les autres feront imaginaires. Par exemple, de xx = aa y 
l’on ti^ x == a , fie x — — a ; car en quarrant les deux 
membres de ces deux équations l’on a toujours xx = aa, 
puifque — x — donne-+-aulfi bien que-i-x-t-, & en ge- 
neral de x t =J(p. lignifie un nombre pair quelconque) 
l’on tire x = 4^ a : ce qui fe prouve comme on vient de * 

faire , en élevant l’un fie l’autre membre à la puiflance 
paire p> car l’on aura toujours * p =-h<* p . 

B 
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Application de l’Algebre 
Si l’un des termes eft pofitif Sc l’autre négatif, toutes 
les valeurs de l’inconnue leront imaginaires: car on n’aura 
jamais le ligne de — » après avoir élevé une quantité né- 
gative à une puiflance paire: par exemple — a élevé à une 
puifTance paire p donnera toujours -*-</, & jamais — J. 

Si l’expofant de l’inconnue eft un nombre impair,, l’in- 
connue n'aura qu’une racine réelle qui eft pofitive , lorf- 
que les deux termes des équations lont pôfitifs * négative 
lorfqu’un d’eux eft négatif, toutes fes autres racines font 
imaginaires : par exemple , de x l — à > , on tire x — a,bc. 
non pas x = — a, & de x‘ = — a', on tire x — — a & non 
pas x — a\ car le cube d’une grandeur pofitive eft tou- 
jours pofitif, & celui d’une quantité négative eft toujours 
négatif. Et en general de x q = •+■ a 1 ( a lignifie un nombre 
impair) on tire x — -y-a; de même, de x q = — a q on tire 
x = — a : car -y- a élevé à une puiflance impaire q donne 
— a élevé à une puiflance impaire q donne tou- 
jours — a\ 

On fera les mêmes raifonnemens fur les équations 
compofées : par exemple xx — aa-\- bb donne x — 

Vaa-y-bb, xx-=aa — bb donne x — au — bb : mais en 
ce cas fi b furpafle a , les deux valeurs de x feront imagi- 
naires. xx =-j~ax •+■ bb donne x=+; \a -4- V ^ aa +bb : car 

en tranfpofant l’on aura xx ax = 4I bb ; & ajoutant ^ aa 
de part & d’autre pour rendre le premier membre quar- 
ré , l’on aura xx +. ax ■+• ^ aa = ^ aa ZjH bb j donc en ex- 
trayant la racine quarree de part & d’autre, l’on a je-iF 
^aa-+-bb , ou x = ^aaZ^bb. Jl en eft 

ainfi des autres. Mais il faut remarquer que fi tj^ns ce 
dernier exemple , & dans les femblables , bb a le figne 
de — , & que b furpafle £ a, la valeur de x fera imagi- 
naire j car puifque la quantité \ aa — bb qui eft fous 
le figne radical , eft alors négative y/^aa — bb fera une 
quantité imaginaire > & par confequent auflî 4- { a hh 
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'J'-aa — bbiczr une quantité imaginaire étant combinée 
par addition ou fouftraâion avec une quantité réelle, rend 
le tout imaginaire. 

4. On connoît la nature d’un Problème déterminé 
par le plus haut degré, ou ce qui eft la même choie, par 
la plus haute puiflànce de l’inconnue, qui fe trouve dans 
l’équation qui 1ère à le réfoudre, en fuppofant que cette 
équation foit réduite à fon expreflïon la plus fimple. De 
forte que lorfqu’cn réfolvant un Problème, on vient à 
une équation où l’inconnue n’a qu’une dimenfion : com- 
me x = — > qui eft une équation du premier degré, le 

Problème eft appellé fimple. 

Lorfqu’on trouve une équation où l’inconnue a deux 
dimen fions : comme xx — ax-^-bb , qui eft une équation 
du fécond degré, le Problème eft nommé plan. 

Lorfqu’on trouve une équation où l’inconnue a trois 
ou quatre dimenfions, comme x'=aab, ou x' —a' b 3 
qui l'ont des équations du rroifiême & du quatrième de- 
gré, le Problème eft nommé folide. 

Lorfqu’on vient à une équation où l’inconnue eft élevée 
au-delà du 4' degré, le Problème eft nommé linéaire. 

j. Quand une équation déterminée a tous fes termes, 
le nombre en eft plus grand de l’unité , que l’expofant 
de la plus haute puiflànce de la lettre inconnue qu’elle 
renferme. Ainfi une équation du fécond degré ne peut 
avoir que trois termes 5 une équation du troifiême de- 
gré, n’en peut avoir que quatre $ une du quatrième, cinq $ 
& ainfi des autres. Mais il y manque fouvent quelqu’un 
des termes moyens, quelquefois il en manque plufieurs, 
& quelquefois ils y manquent tous. 

Le premier terme d’une équation , eft celui où l’incon- 
nue eft élevée à une puiflànce plus haute que dans tout 
autre terme. Le fécond , eft celui où elle eft moins élevée 
d’une dimenfion. Le troifiême, celui où elle eft moins 
élevée de deux dimenfions ; & ainfi de fuite. Le dernier, 
eft celui où elle ne fe trouve point du tout. 


— 
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Mais il faut remarquer qu’il (è rencontre fouvent dans 
une équation des termes complexes , ou compofez de plu- 
fieurs quantitez Algébriques, jointes enfëmble par -4- ou 

{ >ar — , qui font ceux où l’inconnue fe trouve élevée à 
a même puiflance , ou bien ceux où elle ne fe trouve 
point du tout. Par exemple, ces quantitez axx — bxx ■+• 
cxx j ou abb — bcc-*rd\ ne doivent être regardées que com- 
me un feul terme. 

On écrit ordinairement le premier terme d’une équa- 
tion feul dans le premier membre , 8c tous les autres dans 
le fécond , félon leur ordre ; ou bien on les égale tous à 
zéro , en les écrivant tous dans le premier membre de 
l’équation, félon leur ordre 5 8c en écrivant o feul dans le 
deuxième, en obfervant que le premier foie toujours (im- 
pie , 8c délivré de toute quantité connue , comme on voit 
dans l’équation fuivante. 

x* -+- bxx — abx -4- a. 

— cxx -4- bcx — aab = o. 

-4- dxx -4- bcc. 

Des Equations Indete rmine’es. 

III.LEs équations où il fe rencontre deux lettres in- 
connues , qu’on appelle aufli équations locales , fervent 
à conftruire les Problèmes indéterminez, comme celles 
où il ne s’en rencontre qu’une, fervent à conilruire les Pro- 
blèmes déterminez. Mais parceque tant qu’il y a dans 
une équation deux lettres inconnues , en les regardant 
comme telles, on ne peut connoître ni l'une ni l’autre; 
c’eft pour cela qu’on eft obligé d’afligner à l’une des deux, 
une valeur arbitraire ; 8c la regardant enfuite comme 
donnée , on pourra connoître la valeur de l’autre. 

Et comme on peut aflignec à la même inconnue une 
infinité de valeurs l’une après l’autre, l’autre inconnue 
en pourra aufli avoir une infinité. Mais en donnant ainfi 
differentes valeurs à une des inconnues d’une équation, 
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on doit, à chaque fois, regarder cette équation comme 
une équation déterminée; & par confequent lui attribuer 
tout ce qu’on a dit dans l’Article precedent des équa- 
tions déterminées. En effet, réfoudre, ou plutôt conftruire 
un Problème indéterminé , c'eft conftruire une infinité de 
fois un Problème déterminé. 


R E M A A Q^t7 E. 

i. LEs valeurs arbitraires que l’on afligne à une des 
lettres inconnues d’une équation indéterminée, doivent 
fouvent être limitées , & être renfermées dans certaines 
bornes. Et fi elles excédent ces bornes , les valeurs de 
l’autre inconnue, feront ou négatives ou imaginaires. Par 
exemple, dans cette équation x—b — y, toutes les valeurs 
arbitraires que l’on peut donner à l’inconnue y ne doivent 
point exceder la grandeur donnée b , autrement celles de 
x ièroient négatives j ce qui eft évident. Si l'on fait^=o, 
l’on aura x—bi & fi l’on fait y=b, l’on aura jr = Oj car 
l’équation deviendra *= b — b — o. Dans cette équation 
xx — aa — yy, les valeurs arbitraires que l’on peut don- 
ner à l'inconnue ne doivent point exceder la grandeur 
donnée a : car autrement les valeurs de x feroient imagi- 
naires , puifque tout le fécond membre de l’équation feroit 
négatif. Si l’on fait^ = *, l’on aura xx — aa — aa = o, 
& fi l’on faifoit^ = o , l’on aurait xx—aa ; donc x = -^-a. 
Mais dans cette équation ax = by , on peut donner telle 
valeur que l’on voudra à l’inconnue^ : car .v aura toujours 
une valeur pofitive , à moins que l’on ne fafle y = o , au- 
quel cas l’on aura ax — o , bu x = % = o. 


THEOREME. 


1. S/ fon atfigne à une des inconnues d’une équation indé- 
terminée du premier degré , où elles ne font multipliées ni par 
elles -memes y ni entr elles , tant de valeurs arbitraires qu'on 
voudra. Je dis que tous les points qui détermineront les valeurs 
correfpondantes de l’autre inconnue y feront dans une ligne droite, 

B iij 
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De* MONSTRATION. 

5 O i t l’équation ay = bx , en la réduifant en Analogie 
l’on a a. bv.x.y, foit prcfentement une ligne droite AH , 
dont le point A foit hxe ; & ayant pris fur AH l’inter- 

i g. j. vale AB égal à la ligne donnée a , mené par le point B , 
la ligne BC égale à la ligne donnée b , qui fade avec AH 
tel angle qu’on voudra , & mené par A & C, la droite 
A G indéfiniment prolongée. 11 eft clair qu’ayant pris fur 
AH un point quelconque D, mené D E parallèle à BC î 

6 nommé AD, xi Sc DE, y ; l’on aura toujours a. b:: 
x. y , en quelque endroit de la ligne AH que l'on prenne 
le point Z), ou ce qui eft la même chofe, quelque gran- 
deur arbitraire que l’on affigne à l’inconnue x , celle de y 
fera toujours déterminée par la ligne AG. De forte que la 
ligne AG eft le lieu qui renferme tous les points qui (âtis- 
feront au Problème, qui doit être refolu par l’équation 
propofée ay~bx. C.Q^F. D. 

Corollaire I. 

3 . Si l’équation propofée étoit déterminée, comme ay 
— bc, ce féroit toujours la même chofe, excepté que la 
lettre c qui tient la place de x , eft confiante 5 ainfi ayant 
ig. j. pris fur AH, AD = c , & mené DE parallèle à BCbDE 
fera la valeur de y ; mais en ce cas de tous les points de 
la ligne AG i il n’y a que le feul point E qui réfout le 
Problème, puifque AD=c ne peut avoir différentes 
valeurs. 

Corollaire II. 

v D’Où l’on voit que les équations déterminées, & 
indéterminées du premier degré, font de même genre; 
puifqu elles fè cônftruifènt par les mêmes lignes , & de la 
même maniéré. ° 


*3 
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Corollaire III. 

y. Si dans l’équation precedente ay = bx , a étoit égale 
à b , elle deviendroit ^ —x -, & il n’y auroit alors qu’à faire 
J3C — AB ; & alîignant à x la valeur arbitraire AB i Fie. j. 
DE (y) parallèle à BC , feroit égale à AD=x: 

Corollaire IV. 

6. J L eft évident que dans toutes les équations indéter- 
minées du premier degré, les inconnues ont entre elles un 
raport confiant, c’efl-à-dire, qu'elles font l’une à l’autre 
comme une ligne donnée , à une ligne donnée, ou en rai- 
fon d’égalité: comme dans l'équation precedente ay—bx, 
où x. y :: a. b , 8c dans celle-ci^ = x , ou x. ^ : 1 . 1 . 

Corollaire V. 

7.0 N voit auiïi que dans les équations indéterminées 
du premier degrc, une des inconnues croifTant ou dimi- 
nuant, l’autre croît aulfi ou diminue ; qu’elles peuvent 
toutes deux augmenter ou diminuer à l’infini , en gar- 
dant toujours entre elles le même raport. 

THEOREME. 

8 S / dans une équation indéterminée qui n'efi point du pre- 
mier degré , & oà far confequent les deux lettres inconnues 
font multipliées ou par elles-mcmes, ou entre elles , de quelque 
maniéré que ce puiffe être , l’on affigne à lune des deux tant 
de valeurs arbitraires qu’on voudra. Je dis que tous les points 
qui détermineront les valeurs correfpondantes de l'autre , feront 
dans une ligne courbe. 

Démonstration. • 

D Ans les équations à la ligne droite, les inconnues 
gardent toujours (n°. 6.) entre elles un raport confiant. 
Or.lorfque dans une équation, les deux lettres inconnues 
font multipliées ou par elles- mêmes, ou entre elles j ou 
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de l'une & de l’autre maniéré tout enfcmble ; elles ou les 
lignes qu’elles expriment , ne peuvent garder le même 
raport dans toutes les variations ou changemens de va- 
leur qu’elles peuvent recevoir : car il faudroit pour cela, 
que l’une des deux fût dans un des membres de l’equa- 
tion , &* l’autre dans l’autre , toutes deux feules , ou ac- 
compagnées feulement de lettres connues. Mais par l’hy- 
pothcle , ces deux lettres font multipliées ou par elles- 
mêmes ou entre elles ; donc elles ne peuvent garder un 
raport confiant dans tofcs les changemens de valeur qu’on 
leur peut afligner : c’eft pourquoi , en alTignant tant de 
valeurs que l’on voudra à l’une des deux, les valeurs re- 
latives de l’autre ne peuvent être déterminées par une 
ligne droite. Il faut donc qu’elles le foient par-une ligne 
courbe. C. j£?. JF. D. 

C’eft ici la preuve generale , chaque équation en four- 
nit de particulières, en les comparant à l’équation à la li- 
gne droite, comme on va voir par l’exemple qui fuit. 

Exemple. 

9. S O i t l’équation yy — aa — xx, qui eft du fécond 
degré; Il eft clair, i°. Que x croiflant,^ diminue: car le 
fécond membre de l’équation devient d’autant plus petit, 
que x devient grande. z°. On ne peut pas augmenter x 
en forte qu’elle furpaffe la ligne exprimée par a : car le 
fécond membre deviendroit négatif; & la valeur de^ fê- 
roit par conféquent imaginaire. 3 0 . Si l’on fait x = a, 
l’équation deviendra yy = aa — aa = o. Il eft donc évi- 
dent que cette équation ne fé rapporte point à la ligne 
droite ; puifque fes qualitez font toutes différentes de cel- 
les des équations du premier degré ; Sc partant qu’elle fe 
ranporce à une ligne courbe. 

Pour déterminer & décrire cette courbe par le moyen 
Fie. 4. de fon équation yy = aa — xx. Soit une ligne droite CH, 
donnée de pofîtion dont l’extrémité Cfoit fixe, & dont 
les parties CP foient nommées x; foit une autre ligne CG 
perpendiculaire à CH , & dont les parties C£/oient nom- 
mées, 
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niées, y y foit auflî une ligne donnée KL nommée, a ; 
ayant mené PM parallèle à CG, 8c QM parallèle à CH i 
QM fera = CP = * , & PM ='CQ=y. 

Si l'on alfigne prélèvement tant de valeurs differentes 
qu’on voudra à l’une des inconnues x ( CP ) l’on détermi- 
nera par la Geometrie , les valeurs correfpondantes de y 
( PM ). De forte que tous les points M feront à la courbe 
à laquelle fe rapporte l’équation propofée yy-=aa — xx: 
Suppofons premièrement x = o -, le point P tombera 
en C, & le point M, fur la ligne CG ; 8c effaçant dans 
l’équation , le terme xx , qui devient nul par la fuppofi- 
tion de x = o, l’on aura yy = a.e, donc y = +;ai c’eft 
pourquoi fi on prolonge CG du côté de Cj 8c qu’on faffc 
Ce, & CE chacun E=KL= a ; CE fera la valeur pofi- 
tive de y, 8c Ce fa valeur négative , & les points E 8c e , 
feront à la courbe dont il s’agir. 

Suppofons en fécond lieu^/= o, le point Qje confon- 
dra avec le point C, le point M ipmbera fur CH , 8c l’on 
aura o = aa — xx , ou xx = aa i donc * = -4 -ai c’eft 
pourquoi, fi l’on prolonge CH du côté de C, 8c qu’on 
prenne de part 8c d’autre du point C, CB 8c CA chacune 
égale KL = ai CB fera la valeur pofitive de x, 8c CA 
fa valeur négative, 8c les points B 8c A , feront à la même 
courbe en queftion. D’où l’on voit déjà que les quatre 
points A , E , B , e , font également diftans du point C. 

Si l’on alfigne à x une valeur quelconque CP moin- 
dre que CB pour déterminer la valeur de PM=y, l’on 

aura en extrayant la racine quarrée y=-+- >laa — xx 
d’où l’on tire cette conftru&ion. Ayant prolongé PM du 
côté de P j du point C pour centre, 8c pour demi diamè- 
tre l’intervalle KL = a , l’on décrira un cercle qui cou- 
pera PM en M St m; PM fera la valeur pofitive de y, 
8c Pm fa valeur négative, 8c les points M ,m feront à la 
courbe cherchée ; car à caufe du triangle re&angle CPM -, 
l’on a PM 1 = CM 1 — CP 1 , c’eft-à-dire en termes Algc- 
br i ques yy=aa—xx j donc y = + >Jaa —xx. 

C . 
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Or il eft évident que pour déterminer la valeur dey 
( PM ) dans toutes les polirions du point P, iL faudra dé- 
crire un cercle du centre C, & du rayon KL •, c’cft pour- 
quoi ce cercle eft lui-même la courbe cherchée, ce qui 
d’ailleurs étoit facile à remarquer : mais on a juge à pro- 
pos de faire fur l’équation au cercle, qui eft la plusfimple 
de toutes les courbes, les raifonnemens que l’on vient de 
faire , pour donner une idée de ceux que l’on doit faire 
fur les équations aux autres courbes, afin de les décrire 
par leur moyen, d’en marquer les principales détermina- 
tions,’ & d’en découvrir les principales proprietez. 

Corollaire I. 

xoO N voit clairement qu’au lieu d’avoir affigné à x, 
dans l’équation précédente, des valeurs CP prilés fur CH 

Î >our trouver tous les points JW, m, ou pour déterminer 
es valeurs correspondantes dc^ = PM , l’on auroit pû re- 
garder x comme incontfte, & aflîgner à y des valeurs Cl 2 , 
prifes fur CG, qui auraient fervi à déterminer de la mê- 
me maniéré les valeurs correspondantes de x = QM = 
CP , en tirant de l’équation precedente, x —Vau — yy. 

Corollaire II. 

1 1. X L eft clair que fi une des inconnues x de cette équa- 
tion y y = a j. — xx devenoit une confiante, la valeur de 
l’autre y pourrait de même être déterminée parle moyen 
du cercle ; d’où il fuit en general que toutes les équations 
déterminées du fécond degré peuvent être conftruitcs par 
le moyen du cercle , & qu’elles font de même genre que 
les équations indéterminées du même fécond degré. 

R E M A R Q^U E S. 

n.O N remarquera i°. Que dans toutes les pofitions 
du point P , la ligne PM doit toujours demeurer paral- 
lèle à CG ; & que dans toutes les pofitions du point Q v, 
la ligne QM doic toujours demeurer parallèle à CH. 
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1®. Qu’il y a toujours deux points, l’un (P) fur CH , &: 
l’autre ( QJ fur CG fqui peuvent fervir également à déter- 
miner un même point ( M). 3 0 . Que tout ce qu’on vient 
de dire du cercle le peut appliquer à toutes les autres cour- 
bes , lorfqu’il s’agit de les décrire par le moyen de leurs 
équations. 

D e’ F 1 N 1 t 1 o n s. 

mDAn s toutes les courbes, les lignes droites {CH) 
dont au moins une des extrêmitez ( C) eft fixe , &c dont les 
parties ( CP ) font nommées par l’inconnue de l’équation 
à qui on donne des valeurs arbitraires ( CP) pour déter- 
miner la grandeur de la ligne ( PM) exprimée par l'autre 
inconnue , font nommées axes ou diamètres de ces courbes. 

14. Les mêmes parties ( CP ) font nommées abcijfes ou 
coupées. 

-1 j. Les lignes ( PM) exprimées par l’inconnue de l’é- 
quation dont on cherche la valeur eu fuppolânt l’autre 
inconnue comme donnée à chaque pofition du point/*, 
& qui demeurent parallèles à elles-mcmes, pendant que le 
même point P change déplacé, font nommées appliquées, 
ou ordonnées à l’axe CH. 

1 G. Parceque QM eft égale & parallèle à CP, & CQ^ 
à PM , & que le point £>^pris ^ ur CG peut fervir à trou- 
ver le point M auflî bien que le point P j on peut pren- 
dre CG pour l’axe ou le diamètre de la courbe $ C* 2 ^pour 
l’abeiffe , ou coupée 5 & QM, pour l’appliquée ou ordon- 
née i c’eft pourquoi on nommera CH , & CG , axes ou 
diamètres conjuguez j CP & PM, ou CQ&c QM enlemble 
coordonnées ; le parallélogramme CPMQ^JoTcaà par les 
ebordonnées , le parallélogramme des coordonnées ; & 
le point C , le commencement , ou l'origine des coordon- 
nées. 

1 7. Les équations indéterminées ne fervent pas feule- 
ment à conftruire les Problèmes indéterminez, ou à dé- 
crire les courbes aufquelles elles fe rapportent , & dont 
elles expriment la nature. On pourroit encore par leur 

C ij 
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moyen eonftruire tous les Problèmes déterminez : car il 
n’y a point de Problème détermine, quelque fimple qu’il 
puifle être , où pour le réloudre, on ne puiHè employer 
deux lettres inconnues , êc trouver par confequent deux 
équations indéterminées, qui étant conftruites enfemble, 
félon les réglés qu’on donnera dans la fuite, les lignes droites 
ou courbes , aufquelles elles fe rapportent , détermine- 
roient par leur interfe&ion les points qui fatisferoient aux 
Problèmes, d’où l’on auroit tiré ces équations. On pour- 
roit aufli tirer de ces fortes de conftru&ions des démon- 
ftrations très- (impies, à la maniéré des Anciens. Mais il 
arriveroic quelquefois que les Problèmes ne feroient pas 
tous conftruits avec les lignes les plus fimples qu’ils le 
puilïènt être, quoique d’ailleurs la conftruélion en fut 
très-fimple. Or félon M r Defcartes , & félon la raifon mê- 
me, c’eft un vice en Geometrie d’employer dans la con- 
ftruftion d'un Problème des lignes plus compolées que 
celles qu’exige fa nature. 

On trouvera dans l’art. 4. n°. 17, 18, 19, zo & ai , des 
réglés pour faire connoître quand un Problème détermi- 
né peut être conftruit par le moyen de deux équations in- 
déterminées. En voici pour diftinguer les courbes les plus 
fimples d’avec les plus compofécs. 

18. C’eft le degré d’une équation indéterminée qui 
fait connoître que la courbe dont elle exprime la nature 
eft plus ou moins fimple. Et le degré d’une équation eft 
déterminé par la plus haute puiflànce de celle des deux 
inconnues, qui eft la plus élevée, lorfqu’elles ne le font 
pas également, ou par le produit des deux inconnues, 
quand il s’y rencontre, 6c qu’il a plus de dimenfions que 
les mêmes inconnues dans les autres termes. Ainfi lorf- 
que dans une équation , l’une ou toutes les deux incon- 
nues, foit qu’elles foient multipliées, ou par elles mêmes, 
ou entr’elles, ont deux dimenfions* comme ax—yy, ou 
ax — xx — yy , ou xy—abi l’équation eft du fécond degré , 
ôc la courbe dont elle exprime la nature , eft du premier 
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Lorfque l'une ou toutes les deux , ou leur produit , a 
trois dimenfions, comme x'-*-axy — a' 3 ou x' — axy=y\ 
ou xxy — ayy ■+■ a' , l’équation eft du troifième degrc , ÔC 
la courbe dont elle exprime la nature, eft du fécond genre^ 
&c ainfi de fuite. Or on convient que les courbes du pre- 
mier genre font plus lïmples que celles du fécond ; & cel- 
les-ci plus que celles du troifiême, &c. C'eft pourquoi ce 
feroit un vice de conftruire un Problème par le moyen 
d’une courbe du fécond genre, lorfqu’il peut être conftruit 
par le moyen d’une courbe du premier, il c®bft ainfi des 
autres genres. 


Remarque. 


19.L O r s q^u’o n décrit une courbe par le moyen de 
fon équation , on rcgarde'une des lettres inconnues qu’elle 
renferme, comme donnée à chaque fois qu’on change fa 
valeur pour déterminer la valeur correfpondante de l’au- 
tre , on doit donc auffi regarder à chaque fois l'équation , 
comme une équation déterminée ; 6e pareeque les équa- 
tions déterminées, font d’autant plus faciles à conftruire, 
que leurs inconnues ont moins de dimenfions j il elWà pro- 
pos dans les équations indéterminées , où les inconnues 
ne font pas également élevées , de prendre pour confian- 
te , celle qui a plus de dimenfions j 6c pour inconnue , celle 
qui en a moins. 

Et puifque trouver un point d’une courbe, c’eft refou- 
dre un Problème déterminé ; lorfque dans une équation 
indéterminée , l’inconnue que l’on ne prend point pour 
confiante, n’aura qu’une dimenfion, la defeription de la 
courbe dépendra de la conftrucHon des Problèmes fim- 
ples déterminez. Lorfque cette inconnue aura deux di- 
menfions, la defeription de la courbe dépendra de la con- 
IWudion des Problèmes plans 5 lorlqu’clle en aura trois ou 
quacre , la defeription de la courbe dépendra de la con- 
ftrudion des Problèmes folides ; 6c lorlqu’ellc en aura un 
plus grand nombre, la defeription de la courbe dépendra 
de la conftrudion des Problèmes linéaires. 


C iij 
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On remarquera aufli que toutes les operations que l’on 
fait en Géométrie, dépendent de la Geomctrie plane, 
c’eft-à-dire de la conftruétion des équations déterminées 
«lu premier & du fécond degré 5 c’eft pourquoi lorfque l’in- 
connue que l’on ne prend point pour confiante dans une 
équation indéterminée, aura plus de deux dimenfionsj 
on ne- pourra conftruirc cette équation par elle-même , 
il la faudra changer en deux autres équations , où l’une 
des inconnues n’cxcede point deux dimenfions -, & par le 
moyen de 41 deux équations , on décrira les deux cour- 
bes dont elles exprimeront la nature , &c leur interfection 
fera un des points de la courbe dont l’équation propofée 
exprime la nature. 

En déterminant le genre des courbes, comme on a dit 
(n°. 17.) on trouvera que le premier genre n’en renferme 
que quatre , qui font le cercle , la parabole, l’ellipfè & l’hy- 
perbole. De forre que toutes les équations du fécond de- 
gré appartiennent à quelqu’une de ces quatre courbes. 
Mais comme le cercle , à caufe de fà defeription qui eft 
très-fimple, pafTe pour la plus fimple des quatre, ce feroit 
encor<?un vice en Géométrie , d’employer une des trois 
autres, lorfque le cercle peut y être employé feul. 

C’eft pareeque l’on conftruit la plus grande partie des 
Problèmes de Géométrie par le moyen de ces quatre cour- 
bes, que je me fuis déterminé à donner dans cet Ouvrage 
les élemens de la parabole, de l’ellipfe & de l’hyberbole, 
les proprietez du cercle étant aflcz connues d’ailleurs, afin 
de n’y fuppofer que les fimples élemens de Geometrie. 

Les- Geomctres diftinguent deux fortes de courbes j les 
courbes Géométriques , & les courbes Mcchaniqucs. 

10. Les courbes géométriques, font celles dont les axes 
ou les diamètres conjuguez , & les coordonnées font des 
lignes droites, qui peuvent toujours former un parallé- 
logramme , que nous avons nommé ( n°. 1 6. ) le parallé- 
logramme des coordonnées , & qui ont des équations ré- 
glées qui expriment le raport que ces coordonnées ont 
entr’elles j & dont on peut trouver par lé moyen de ces 


Digitized by Google 


A LA Geometrie. ir 

équations, non feulement tous les points, nuis tel point 
qu’on voudra, indépendamment des autres. 

zi. Les courbes méchaniques font celles dont les ‘coor- 
données font l’une ou l’autre , ou toutes deux des courbes 
non re&ifiables, ou, dont l’une des coordonnées les ren- 
contre en une infinité de points. Et comme dans l’équa- 
tion qui exprime la nature d’une courbe, l’une des deux 
lettres inconnues doit avoir au moins autant de dimen- 
fions, qu’il y a de points où la ligne exprimée par cette 
inconnue rencontre la courbe , il faudroic que dans les 
équations de ces courbes, au moins une des inconnues eut 
une infinité de dimenfions , ce qui eft impofliblc. 

Avertissement. 

iî. Avant M' De [cartes , on ne prenoit pour Géométrique 
que ce qui fe faifoit par le moyen du cercle , &de la ligne droite , 
& tout ce qui fe fai foit par d'autres courbes était réputé mecha- 
nique. Mais M T Defcartes , dr après lui tous les nouveaux 
Gcometres , ont pris pour Géométrique , tout ce qui fe fait par 
le moyen des courbes Géométriques. Et les memes Auteurs ne 
prennent pour méch unique , que ce qui fc fait par le moyen des 
courbes mcchaniques. 

OBSERVATIONS 

Pour l’Application de l' Algèbre à la Géométrie. 

IV. T 7 O ici les Remarques ou Obfervations dont 
y on a parlé dans le premier Article, n°. 8. 
i. Lorfqu’on veut réfoudre un Problème, il faut tou- 
jours employer deux lettres inconnues, pour nommer deux 
lignes indéterminées , q\ji ayent leur origine en un point 
fixe , 8c qui fafTent toujours un angle confiant, c’efl-à- 
dire, que la ligne nommée par l’une des lettres inconnues, 
croifTant ou diminuant; celle qui efl nommée par l’autre 
lettre inconnue, demeure toujours parallèle à elle. même, 
ou à quelque ligne donnée. Ainfi , lorfqu’on a nommé 
(art. 3. no. <).)CP } xi 8c PM,y> l’on a eu égard à cette 
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F ig. 4.0b(ervation. De même le demi cercle AMB étant don- 
né -, s’il étoit queflion de déterminer le point M fur la 
circofiference 5 ayant abaiflc la perpendiculaire MP, l’on 
pourroit nommer indifféremment AP, ou CP, ou BP, x ; 
car les points A ,C, Hc B font fixes j &c PM ,y. Et fi le 
Problème efl déterminé , on trouvera deux équations in- 
déterminées -, mais on n’en trouvera qu’une feule, s’il efl 
indéterminé. 

1. Si l’on employé plus de deux inconnues, il faut qu’il 
y en ait deux qui expriment des lignes, dont la pofition 
foit telle qu’on vient de dire dans l’Obfervation prece- 
dente -, on placera enfuite les autres , comme on voudra. 
Mais on peut prcfque toujours fè difpenfer d’en employer 
plus de deux , en exprimant les autres lignes inconnues , 
dont on a bcfbin, ou par la propriété du triangle rectan- 
gle, ou par celle des triangles femblables. 

F i g. 3. } • S’il y a un point donné B fur un des cotez AH d’un 

angle donné G AH ; la droite BC perpendiculaire à AH, 
ou parallèle à quelque ligne donnée de pofition , fera 
donnée de grandeur &C de pofition ; comme auffi les inter- 
valles AB , AC -, & partant ces lignes peuvenc être nom- 
mées par des lettres connues a, b , c. Mais fi le point B , 
efl cherché, les lignes AB, BC, AC feront indétermi- 
nées, ou variables : & l’on en pourra nommer deux AB 
& BC, ou AC & BC par deux lettres inconnues x &c y. 
car elles ont les qualitez requifès par la première Obfer- 
vation. 

F 1 g. j. 4. S’il y a un point donné D hors d’une ligne AB don- 
née de pofition & de grandeur, la ligne DC perpendicu- 
laire à AB , ou parallèle i quelque ligne donnée de po- 
fition , & les deux parties AC, CJ 3 , de la ligne AB feront 
auflî données de grandeur &c de pofition. Mais fi le point 
D efl cherché, les lignes DC, AC, & CB feront varia- 
bles , & l’on pourra nommer une des parties AC, de la 
donnée AB, x-, CD, y, & CB (ayant nommé AB, a) 
fera a — x. 

Fig. 6.7. 5. Un angle G AH, S>c un point B au-dedans de cet 

angle 
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angle (Fig. G ), ou au dehors (Fig. 7.) étant dbnnez de po- 
fition j les parallèles SC , ED, ou leurs égales AC , AD, 
feront aufïï données, & on lds pourra nommer a Sc b :mais 
ft le point B eft cherché, les parallèles AC, AD, feront 
inconnues, & on les pourra nommer x, &Cy. 

G. Ce feroic la même cbofc, fi le point B ctoit donné Fie. 8. 
ou cherché fur une courbe donnée HBG, dont AG,&c 
AH font les deux axes , ou dbux diamètres conjuguez : 
mais le point B étant cherché, on pourroit nommer GC, 

& CB, ou HD, & DB, ou ( fi la courbe rencontroic encore 
CG prolongée en un point F ( Fig. 8. ) FC, & CB , x Ecy. 

7. Lorfqu’on détermine par une operation repetée, plu- Fie. 8. 
fieurs points B fur un plan où il y a des lignes qui fervent 

à déterminer tous ces points , & qu’on veut trouver une 
équation qui exprime la nature de la courbe fur laquelle 
les mêmes points fe doivent rencontrer, il faut toujours 
nommer par une lettre inconnue , quelque ligne ; comme 
BC, qui part d’un des points B , St qui étant parallèle à 
quelque ligne donnée AH , rencontre une autre ligne 
AG donnée.de pofition en quelque point C, & nommer 
par une autre lettre inconnue quelque partie de la ligne 
AG comprife entre le point variable C, êc quelque point 
fixe ^,ouG. 

8. Un angle G AH , & un point fixe D hors de cet Fie. 9. 
angle, étant donnez de pofition fur un plan * s’il s’agit de 
mener une ligne DEF par quelque point cherché E ou F 

fur un des cotez de cet angle , dans de certaines condi- 
tions , les parties AE , AF feront inconnues , & pourront 
être nommées x , ècy : mais les parallèles DB , DC , aux 
côtez AH, AG , ou leurs égales AC, AB feront don- 
. nées, & pourront être nommées a, Sc b. 

9. Si 'l’on eft obligé de tirer des lignes autrement que 

félon les réglés contenues dans les Obfervations précé- 
dentes 5 on Tes tirera de maniéré qu’elles forment plutôc 
dans la figure, fur laquelle on opéré, des triangles fem- 
blables , que des triangles rectangles : car les triangles fem- 
blables donnent des équations plus (impies que les trian- 
gles rc&anglcs. D 
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i o. La propriété du triangle reélanglc, & des triangles 
lémblables , donne grefque toutes les équations dans 
lefquelles on tombe, en appliquant l’Algebre à la Géo- 
métrie. , 

1 1. Les hypothenufes des triangles re&angles doivent 
toujours être exprimées par le moyen des deux cotez qui 
forment l’angle droit, à moins qu’elles ne foient données 
de grandeur. Ainfi les deux côtez étant nommez x Scy t 
l’hypothenufe fera Vxx -t-yy. 

1 1. On ne doit jamais nommer les lignes égales, ou qui 
doivent être égales , par des lettres différentes. 

ij. S’il y a de la difficulté à employer & à nommer 
des lignes qui femblent neceflâires à la refolution d’un 
Problème 5 on pourra employer en leur place d’autres , 
lignes, pourvu qu’elles ayent entr’elles le même raport. 

F i o. j. Par exemple , en fuppofant que J?C, Sc DE foient paral- 
lèles, il s’agit d’employer AB , & BD ; & que AC , & 
CE foient nommées 5 on pourra employer AC , & CE au 
lieu de AB , &c BD ; puilque AC. CE :: AB. BD. 

14, On abrégé le calcul , & on trouve fouvant des équa- 
tions plus (impies, en prenant pour l’origine des incon- 
nues le point qui divife par le milieu une ligne donnée de 
grandeur : & l’on tombe par ce moyen dans un principe 
très -connu, & qui eft fouvent d’un grand fecours dans 
l’Application de l’Agebre à' tous fes ufages. Le voici. 

1 j. La moitié de la fomme de deux grandeurs, plus la 
moitié de leur différence eft égale à la plus grande j & la 
moitié de la fomme de deux grandeurs , moins la moitié 
de leur différence eft égale à la plus petite. Ainfi, nom- 
mant la fomme im , & la différence m ; la plus grande 
fera ?»-+-», & la plus petite m — n. 

16. Il n’eft pas neceflaire de prendre tant de précau- • 
tions , pour nommer les lignes de la figure fur laquelle on 
opéré , quand il s’agit de démontrer un Théorème : car 
comme il n’y a poinc de lignes dont il foit neceflaire de 
déterminer la longueur , on les peut toutes nommer par 
telles lettres qu’on voudra, connues , ou inconnues : mais 
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on doit toujours fuivre les règles precedentes pour tirer les 
lignes neceifaires. 

On confidere neanmoins quelquefois les Théorèmes 
qu’on veut démontrer, comme des Problèmes à refoudre. 
Et en ce cas, on peut fuivre les principes précedens. 

Avertissement. 

T dûtes ces Obfcrvations peuvent apporter beaucoup de faci- 
lite pour trouver des équations dans C application de l' -Algè- 
bre à laGcometrie :mais la première & la feptième font les plus 
confiderables de toutes > car en fuivant ce qui y ef preferit , les 
Problèmes indéterminé feront toujours refolus par la voye la 
plus fimple , ou plutôt par la feule voye naturelle 5 c'efi pour- 
quoi p en ce cas , on avoit employé plus de deux inconnues , il 
faudroit faire évanouir celles qui expriment des lignes dont la 
pofttion n’efl point conforme à ce qui eft dit dans ces deux Ob- 
fervations. Mais pareequ'on ne peut pas conftruire tous les 
Problèmes dé termine x^par le moyen de deux équations indéter- 
minées , pour les raifons que l'on a dites art. 3 . n a . 17 ; on eft 
quelquefois obligé d'abandonner ces deux Obfcrvations. Voici à 
peu près ce qu'il y a à obferver , quand on les veut fuivre. 

1 7. Quand en refol vant un Problème avec deux incon- 
nues, fuivant la première Obfervation, on trouvera deux 
équations indéterminées ; le Problème fera déterminé, 6 c 
on le pourra conftruire avec ces deux équations , li elles 
fe rapportent toutes deux à la ligne droite , ou l’une à li- 
gne droite, & l’autre au cejcle, ou toutes deux au cercle 5 
car il n’y a point de lignes plus Amples que la droite, & la 
circulaire. 

1 8. Si l’une de ces deux équations indéterminées fe rap- 
porte au cercle, Sc que l’autre foit du fécond degré, il 
faudra faire évanouir l’une des deux inconnues 5 & ft 
l’équation déterminée qui en réfulte , n’eft point du pre- 
mier , ou du fécond degré , on examinera fi elle ne peut 
point être divifée par quelque binôme compofé de quel- 
qu’un des divifeurs du dernier terme , Sc d’ûne puilfance 
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du premier qui lui foit égalé , pour la réduire , fi cela fe 
peut, à une équation déterminée du fécond degré. Si par 
ce moyen on n’y réulîit point, il faudra, fi elle eft du qua- 
trième degré , faire évanouir le fécond terme ; fa trans- 
former en une équation du troifiême , 6c voir fi elle ne 
peut point enlùitc être divifée par quelque binôme, com- 
pofé d’un des divifeurs de deux dimenfions du dernier ter- 
me, Sc du quarré de l’inconnue qu’elle renferme ,.6c la 
réduire par ce moyen à une équation du fécond degré. 
Mais fi l’on ne trouve aucun binôme plan , qui puiflè di- 
vifer l’équation transformée, le Problème lera folide, 6c 
on pourra le conftruire avec les deux équations indétermi- 
nées, de la maniéré qu’on dira dans la neuvième Section ; 
6 c la conftru&ion fera même beaucoup plus fimple , 8c 
plus élégante que celle qu’on cireroit de l’équation déter- 
minée , qui réiulte de l’évanouillèmenc de l’une des in- 
connues, comme on pourra voir.en comparant les conftru- 
«ftions des Problèmes folides de la neuvième Se&ion, avec 
celles de la dixième. 

19. Si par la feule divifion l'équation déterminée peut 
être réduite à une équation du fécond degré, le Problème 
fera plan , 6c on le conftruira par le moyen de l'équacion 
réduite à deux dimenfions, comme on enfeignera dans la 
Se&ion fuivante. 

Si pour réduire l’équation déterminée à une équation 
du fécond degré , il faut employer la transformation ; on 
pourroit encore le conftruire par le moyen de l’une des 
deux équations du fécond degré que l’on en tire :mais la 
conftrudion en fera beaucoup plus fimple, fi en abandon- 
nant ce qui cft dit dans la première Ob(êrvation,on prend 
d’autres lignes pour inconnues, 6c que l’on en tire de nou- 
velles , félon qu’on le jugera neceflàire, 6c c^ue par ce moyen 
on puiflè venir à une équation déterminée du fécond de- 
gré. Et fi on n’y réuflit pas du premier coup , il faudra 
encore tenter d’autres voyes* car quand un Problème cft 
fimple, on peut trouver une équation fimple, 6c conforme 
à fa nature , foit d’une maniéré , foit d’une autre. 
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20. Si aucune des deux équations indéterminées ne 
fe rapporte au cercle , & n’y peut être réduite par la 
combinaifon de l’une avec l’autre , ou autrement * Sc que 
l’équation qui réfulte de l’évanouilTement de l’une des 
inconnues, toit du troifiême ou du quatrième degré, Sc 
ne puiilc être réduite par la divifion,, ou par la transfor- 
mation à une équation du fécond degrc j il faudra par fon 
moyen conftruire le Problème , comme il fera enfeigné 
dans la dixième Section: car il fera ncceffairement folide } 
& quand on chercheroit d’autres équations par d’autres 
voyes, elles ne pourroient être plus limples que par leurs 
termes, un Problème ne pouvant jamais changer de nature. 

ir. Enfin fi l’équation qui résulte de l’évanouilïèment 
de l’une des deux lettres inconnues renfermées dans les 
deux équations indéterminées , excede le quatrième de- 
gré, & n’y peut être réduite par la divifion ; le Problème 
iera linéaire , Sc on le conftruira par le moyen des deux 
équations indéterminées, comme on le dira dans la dou- 
zième Se&ion. 

12. La raifon de tout ceci , eft que pour conftruire les 
Problèmes fimples, Sc plans, on ne doit employer que 
la ligne droite & le cercle ; puifqu’on le peut toujours. 
Et fi on les conftruifoit par le moyen des deux équations 
indéterminées que l’on trouve en employant deux lettres 
inconnues ,on y employeroic fouvent d’autres courbes , 
qui ne font pas fi fimples que le cercle. 

Pour conftruire les Problèmes folides dont les équa- 
tions font du troifiême ou quatrième degré , on ne doit 
employer que le cercle, Sc une courbe du premier genre , 
puifque cela fe peut aulfi toujours. 

Mais parceque pour conftruire les Problèmes linéaires, 
dont les équations excédent le quatrième degré , l’on ne 
peut faire (ervir le cercle i leur conftrudion fera plus fim- 
ple par le moyen des deux équations que l’on trouve en 
employant deux inconnues , félon la première Obferva- 
tion, que de toute autre maniéré: car, à mon avis, c’eft 
en quelque façon gêner la Geomerrie que d’y introduire, 



«■ 

J 


1 



- r 


18 Application de l’Algebre 
fouvent avec beaucoup de difficulté, de certaines courbes 
préferablemenc à d’autres cjui fe prefentent naturellement, 
6c dont la defeription eft fouvent très- fimple : en quoi je 
voudrois que les courbes fuflent préférées , fans avoir 
égard à leur genre, de la maniéré qu’on le détermine or- 
dinairement. 

Avertissement. 

Lorfqu'on fait qu'un Problème eft ftmple , ou plan , il n’eft 
point necejftaire d'avoir égard à la première Obfervation , ni 
a’ employer deux lettres inconnues pour le re foudre. Il y a aulji 
des Problèmes ft ftmple s , qu’il n’y a aucune difficulté , ni pour 
nommer les lignes , ni pour trouver des équations. 

Tout ce qu'on a dit dans cette première Se&ion fera 
éclairci par toute la fuite de cet Ouvrage , qui a’en eft 
que l’Application , Sc un Commentaire. 


SECTION II. 

Où l'on donne la maniéré d'exprimer Géométrique- 
ment les quantité % Algébriques 3 & de refondre les 
Problèmes fimples , pft) plans ; ou ce qui eft la meme 
chofe , de conftruire les équations déterminées du pre- 
mier (§r du fécond degré. 

V. N peut exprimer Géométriquement toutes les 
\^/ quantitez Algébriques , par le moyen des quatre 
operations fuivantes , qui font de trouver des rroifiêmes, 
quatrièmes 6 c moyennes proportionnelles, & de tirer les 
racines de la fomme , ou de la différence de deux ou de 
plufieurs quarrez. 

. _ ab 

i/Pour exprimer Geometriquement — ; ayant mené 

C 

F i c. 3 . une ligne droite AH , dont l’extrémité A foit fixe, fait 
AB = c, AD— a, mené BC=.b , qui fafle avec AB un 


1 
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angle quelconque ABC, s’il n’eft pas déterminé d’ailleurs, 

& mené ACG 5 la ligne DE parallèle à 2?C fera — :car 

à caufe des parallèles BC , DE , l’on aura AB ( c ). AD 

(a)::BC(è).D£ — —. Ce feroit la même chofe s’il 

C 

AA , * 

faloit exprimer Géométriquement — : car il n’y auroit 

qu’à faire BC=AD = a , après avoir fait AB = ci où 
l’on remarquera que toute quantité fraélionnaire peut être 
regardée comme le quatrième terme d’une proportion , 
qui renferme les trois autres, & dont le dénominateur eft 
le premier. 

AA | 1 a b 

De même pour exprimer Geometriquement ; 


. .aa ah 

en réduifant en proportion l’on a c-\-d. a. — — — 

Faiiânt donc AB — c-i-d , AD = a-\-b , BC — a-, DE 

* parallèle à BC, fera== M ~ l ~~ - . Ce fera la même chofe 


„ aa — bb 

* fi l’on veut exprimer Geometriquement : car en 

_ . „ , . aa — bb 

réduifant en proportion 1 on a . c . a-\- b a — b. . 

Semblablement , pour exprimer Geometriquement — 

cd 

• 04 o J l aa 

qui contient deux proportions, c. a-.: a — , ce d. b: . 

^ > l’on exprimera d’abord —, comme on vient de voir 

Ci d C 4J b * 

pour les quantitez précédentes, & enfuite — . Il en eft 
ainfi des autres quantitez fra&ionnaires. 

1 . Pour exprimer Geometriquement v’ab. Il faut pren- 


aa — bb 
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Fie. io. dre fur une ligne droite AH , AD=*a , Sc DB — b, & 
ayant décrit un demi cercle fur le diamètre AB ; la ligne 
DE perpendiculaire au point D, fera égale à y/ab : car 
nommant DE, x ; l’on aura al AD) . x ( DE ) :: x ( DE). 
b(DB) -, donc xx—ab , & x = y/ab. De même pour 
exprimer y/aa •+■ ab , on voit que aa-y-ab , elt la produite 
de a ■+■ b ; par a. Ainfi aya nt fait AD = a-y-b, Se DB 
= a ; D£, fera y/aa-^-ab. 

Semblablement, pour exprimer y/aa — bb i puifque 
aa — bb , eft le produit de a -y- b par a — b, en failant 
AD —a-y-b , fie DB=a — b 5 DE fera —y/aa — bb. On 
peut enqore exprimer autrement cette quantité, comme 
ôn va voir n°. 3. 

_ . m . 

Pour exprimer — y/ a a — bb ; ayant trouve , comme 

n 

on vient de faire DE — y/aa — bb , fie l’ayant nommée ,c, 
l’on aura — au lieu de — y/ U a — bb, fie l’on trouvera (n°. 1.) 

n n 

F 1 c. 3. DE— — , faifant AB — n , BC — m , & AD— c. 

n » 

3 Pour exprimer Geometriquement y/aa -+- bb. Puifque 
aa-y-bb eft la fomme de deux quarrez, il eft clair que • 
Fig. n. fi l’on décrit un triangle ABC reélangle en B , un de fes 
cotez AB étant nommé a. Se l’autre BC , b \ l’hypothe- 
. nufe AC fera —\baa-y-bb. Il ne feroit pas plus difficile 
d’exprime r la racine d e la fomme de pluficurs quarrez , 
comme y/aa bb -y- cc , &c. • 

Pour exprimer Geometriquement y/aa — bb, qui eft la 
différence de deux quarrez -, il eft évident qu’ayant décrit 
un triangle reôangle dont l’hypothenufe fbit = <* racine 
d\i quarré pofitif, fie un des c otez = b racine du quarre 
négatif, l’autre côté fera. = Vaa — bb. Ce qui fe fait en 
F 1 c. ii. cette forte -, foit décrit fur le diamètre AB — a, le demi 
cercle ACB , fie foit inlcrit dans le demi cercle de la li- 
gne AC — b, fie mené CB > l’angle ACB , étant droit à 

caufe 
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caufe du demi cercle } CB fera = Vaa — bb. La même 
choie s’exécute encore en la maniéré fuivante. Soit dé- F i s. ij,‘ 
crit un demi cercle fur le diamètre AB = ia, élevée au 
centre C la perpendiculaire CH , prife CG = b racine 
du quarré négatif, menées EF FD parallèles à AB ,8c 

à HC , & mené le rayon CF ; GF ou CD fera = ^aa — bb\ 
puifque CF = a,&c CG, ou DF = b. Cette derniere ma- 
niéré convient mieux à la conftruûion des équations que 
la précédente. 

4. Il y a des quantitez Algébriques plus compofées 
que celles dont on vient de parler (no. 1 , 1,3 ; )-& que 
l’on ne peut exprimer géométriquement, qu’après y avoir 
fait certains changemens. Or ces changemens confident 
particulièrement à mettre l’expreffion Algébrique d’un 
quarré en la place de l’exprelfion Algébrique d’un reûan- 
gle, ou de mettre l’expreflion Algébrique d’un reûangle 
dont un côté foie donné en la place d’un autre reûangle, 
ou d’un quarré. Ainfi pour exprimer geometriquemenc 
t t | yy — 

cette quantité fractionnaire ^ , dont le nume- 

rateur n’eft point le produit de deux quantitez que l’on 
puifïè féparer par la divifion , & qui ne peut par confe- 
quent être réamte en analogie } il faut clone changer le 
quarré Algebrwpie bb, en un reûangle dont un côté foit 
a, & le reûangle Algébrique cd , en un autre reûangle 
Algébrique, dont un côté foij auffi a, afin que la lettre a 
fe trouve dans tous les termes. Soit pour ce fujet x, le 
côté du reûangle qui doit être égal à bb , dont l’autre 
côté eft la ligne donnée , exprimée par a i l’on aura , fé- 
lon les termes de la queftion , ax = bb i donc x = — i 

a 

, . . . bb „ 

ayant donc ( n°. 1 . ) exprimé geometriquemenc — j & 

H 

l’ayant nommée f ; l’on aura /= x ; & partant af = bb. 

Soit femblablement y le côté du reûangle qui doit être 
égal à cd, ddnt l’autre côté eft la même donnée ai l’on 
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- edi donc y— — : 6c ayanc nomme gl’expref- 


u 


fion de — trouvée ( no. i.) j l’on aura ag=cii la quan- 
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tité precedente fera donc changée en celle-ci , 

b 

en mettant pour bb , Sc pour ci, leurs valeurs af, Sc ag 
que l’on vient de trouver, qui eft facile à exprimer j puil- 
qu’on la peut à prefent réduire en l’analogie fuivante b . 


a::a-irf—g. 


a*-\-af—ag 


On auroit pd changer le quarré 


aa, & le redangle ci, au lieu que l’on a changé bb , & ci. 

^ • 

j. Pour exprimer la quantité >Jaa — bc, il faut changer 
le quarré aa en un re&angle , donc un côté foie j ou (i 
ou bien le re&angle bc en un autre , donc un côté foie a ; 
& on en aura eniuite facilement l’expreffion géométrique 
(n°. x.) Il en eft ainli des autres. 

6. Les maniérés dont nous venons de nous fërvir pour 
exprimer géométriquement les quantitez Algébriques font 
generales : on les peut fouvenc abréger par le moyen de 
quelques lignes menées parallèles à quelques autres lignes 
données de pofition , ou en décrivant ^telques cercles , 
félon que l’indique la figure de chaque Problème que l’on 
conftruit : mais comme ces maniérés font particulières, on 
n’en peut rien dire ici , cela dépend du genie du Geome- 
tre, qui veut réfoudre & conftruire les Problèmes le plus 
élégamment qu’il lui eft poflîble. On les trouvera prati- 
quées dans plufieurs exemples. 
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A LA GEOMETRIE. 

CONSTRUCTION 

Des Equations déterminées du premier degré, (df de • 
celles du fécond qui ri ont point de fécond terme. 

7 . /'-'V N voit clairement que les expreffions geometri- 
J ques des quantitez Algébriques , donnent auffi 
la réfolution des équations du premier degré , & de celles 
.du fécond , qui n’ont point de fécond terme ; car fi ces 
mêmes quantitez étoient égalées à des lettres inconnues 
leur valeur feroit déterminée par ces expreffions. Par 
exemple, pour conftruire cette équation xx — aa^—bc,. 
d’où l’on tire * = 4 - ^aa — bc , il n’y a qu’à exprimer 
>Jaa — bc, comme on vient de faire* Sc l’expreffion prife 
de part & d’autre , de l’origine de x fera fa valeur pofi- 
tive êc négative' Il en eft ainfi des autres. 

CONSTRUCTION 
‘Des Equations du fécond degré , qui ont un 
fécond terme . 

V I. T Es Equations du fécond degré qui ont un fe- 
■ i cond terme , fe peuvent toutes réduire à quel- 
qu’une des quatre formules fuivantes. 

1. xx = ax-t-bb. 

2. xx — — ax bb. 

3 . xx = ax — bb. 

4. xx = — ax — bb, dont les racines font, 

I. x= — a~+~ V ±aa-*-èb. 

1. x.= — a’+z y/~aa-r-bb- 

X 

3 . x = — a ± V \aa — - bi. 

X 

4. x=— — a±Viaa— bb. ; 

1 Eij 
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CONSTRUCTION 

• De la première & fécondé Formule. 

i.pOüR la première & la féconde Formule. Soit dans 
la figure fur laquelle on opéré , fie d’où l’on a tiré l’équa- 
Fic. lotion que l’on veut conftruire, A le commencement de x 
& qui va vers H. Ayant élevé au point A la ligne AB per. 
pendiculaire à AH , fie = £ racine du dernier quarré bb î 

on prendra AC( Fig. 14.) = — a du côté de H, par ra- 

X 

port à A pour la première formule où il y a de 

• 1 * 
l’autre côté de Ff (Fig. 1 j.) pour la fécondé formule, où 

il y a — a ; fie du centre C l’on décrira par B, le cercle 

X 

D B E, qui coupera AH en f , 8c en D. Je dis que AL 
fera la valeur pofitive de x, & AD fit valeur négative. 

D e’ M'O nstration. 

Puisque AC =3— a, Se ABe=tb\ CB = CE fera 

X 

= V±aa-*-bb; Se par confequent x — A E = ^ — a -+■ 

4 X 

V!(*a + bb.C.Q^F. D. 

On prouvera de même que AD, eft la valeur négative 
de x qui doit être prife de l’autre côté de A par raport 
à H. 

CONSTRUCTION 

De la troifième & quatrième Formule. 

Fig. i). 1. S O 1 t A le commencement de x qui va vers P. 
8c 16. Ayant pris AC du côté de P, par raport à A pour la 

troifième formule , où il y a -+■ — a ( Fig. ij. ) 5 fie de 

X 

l’autre côté de P fur le prolongement de AP pour la qua- 
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triême formule , où il y a - a ( Fig. 16 .); l’on dé- 

X 

crira du centre C 6c du demi diamètre CA — — a le demi 

X 

cercle A H B , on élevera enfuite CH perpendiculaire 
à AB, fur laquelle ayant pris CG = 6, racine du der- 
nier quarré, on mènera EF parallèle i AB, qui coupera 
le demi cercle aux points E & F, d’où l'on abailfera les 
perpendiculaires FD, El. Je dis que AD 6c AI, feront 
les deux valeurs pofitives de x ( Fig. 13 ) , pour la troifiême 
Formule s négatives ( Fig.*i 6 ) , pour la quatrième. 

Demonstrati on. 

PUisqjjs ACoa CF = — a, 6c CG =6; GF } ou CD 

X . 

fera = V\aa — bb, 6c par confequent AD = x<=-±:{ a 
•j-y/^aa—tè, fie AI = x= +^a+.V±aa — bb , 

iefquelles valeurs font toutes deux réelles 6c pofitives dans 
la Fig. 13 . qui appartient à la troifiême formule, & tou- 
tes deux réelles, mais négatives dans la Fig. 1 6 . qui appar- 
tient à la quatrième formule. C. F. D. 

Remarque. 

3 . S I b — CG eft = — a — C H , le point G tombera 

X 

en H, les points D 6c I en C, 6c les deux valeurs de x, 
feront égales. 

4 . Si CG eft plus grande que CH j les deux mêmes 
valeurs de x feront imaginaires , & le Problème fera im- 
poflîble. Ce qui le connoît aulfi par i’inlpe&ion des deux 
formules que l’on conftruit. 

j. On peut encore conftruire cés équations, enfaifant 
évanouir le fécond terme , après quoi on trouvera les va- 
leurs de l’inconnue par l’art, j. n°. 1 . 

E iij 
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6. Il y a encore d’autres équations qui appartiennent au 
fécond degrc : comme x' = +; aa xx a b , mais on 
les ramene à quelqu’une des quatre formules précéden- 
tes en égalant le quarré xx de l’inconnue à un reélangle, 
dont un côté eft une autre inconnue ; & l’autre côté eft 
une lettre connue de l’équation. On prend ordinairement 
celle qui s’y trouve le plus fréquemment. Ainfi, en fai- 
fant ay = xx , 8c mettant dans l’équation aayy , pour x\ 
& ay pour xx , l’on aura yy — -^zay + ab 3 qui étant con- 
ftruite par les réglés precedentes ; la moyenne propor- 
tionnelle entre a &cy, fera la valeur de x. 

Par le moyen des équations du premier, 8c du fécond 
degré , l’on fait tout ce que les Anciens prenoient pour 
Géométrique. 

Exemples. 

VII. N O o s allons réfoudre pluCeurs Problèmes du 
premier 8c du fécond degré, pour fervir d’exemples à la 
conftru&ion des équations plus compofées que les pré- 
cédentes. 

PROBLEME SIMPLE. 

Fie. 17. 1. D ECRIRE un quarré G F H I dans un trianglt donné 
ABC. 

Je remarque 10. Que le triangle ABC étant donné, 
la perpendiculaire AD le fora auffi. Que pour former 
le quarré , il fuffit de trouver dans la perpendiculaire AD 3 
un point E , tel que DE foit égale à F G menée par le 
point E parallèle à BC-. car alors ayant mené EH, 8c GI 
parallèles à ADi F H JG fora un quarré. 

Ayant donc fuppofo le Problème réfolu , 8c nommé 
les données BC , ai AD,bi 8c l’inconnue D E, ou JF G, 
x 1 AE fora b — x. Les triangles fombiables ABC , AEG 

donneront b {AD). a(BC) :: b — x (AE) .x (FG ) i donc 
/ • û b 

bx — ab — ax ou ax + bx =ab . d’où l’on tire x — , 

qui donne cette conftru&ion. 


% 
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On prendra fur DB prolongée du côte de B l'intervalle 
DK — BC, & KL s= AD, & ayant joint LA , on me. • 
nera KE parallèle à LA , quî coupera AD au point cher- 
ché E. 

De’ MONSTRATION. 

A Caufê des parallèles L/4 , KE l’on a LK ou(conft.) 

AD. AE :: KD ou ( conft.) j?C. DE : mais AD. A En 
BC. IG i donc BC. DE:: BC. IG -, &. par confequenc 
DE — IG -, & partant IHJG,eïï unquarré C.Q^I.D. 

PROBLEME SIMPLE. 

2. U Zf demi cercle , ABC, dont le centre eft D, avec une Fig. iî. 
perpendiculaire FB â fon diamètre AC , qui le divife en deux 
parties quelconques , AF, FC, & un autre demi cercle 
FSC, décrit fur le diamètre FC, étant donnent il faut trou- 
ver dans le triligne mixte BFSCB , le centre O d'un cercle , 
dont la circonférence touche les trois c’otezjlu triligne mixte , 
comme on voit dans la ligure. 

Ayant füppoféle Problème réfolu, mené (art. 4. n°. 1.) 
les lignes 01, OE parallèles à IC & à IB, & les lignes O K, 

OS aux points touchans K, S ; qui étant prolongées, iront 
palfer aux centres JD, & G des cercles ABC, ISC, comme 
il eft démontré dans les élemens de Geomecrie. 

Nommant donc les données AD, ou DC, ou DK, ai 
IG , ou GC , ou GS , b j DI, c, IB, fi & les inconnues 
I E, ou 10, ou OK, ou OS , xi II , ou EO , yi DO 
fera a — xi GO , b-*- xi GE, b — xi & DE, c ■+■ x. Les 
triangles rectangles O ED, OEG donneront DO 1 — DE 1 
= E0 l , ou en termes Algébriques aa — xax -+- xx — ce 
— icx — xx —yy — GO' — G E 1 — bb • 4- xbx xx — . 

bbaribx — xx, ou en retranchant ce qui doit être re- 
tranché , aa — cc — xax — îcx — \bx , d’où, l’on tire 

OA — CC . 

x = , où je remarque que aa — ce = a -+-c x 

4 b ta - 4 — te 

a—c — AIx IC — IB 1 — ff, &c que 4 b ■+- ir = AC 
*= iai & partant x~ — d’où l’on tire cette conftruétion. 

44 
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Soit prolongée la perpendiculaire BF en M,e n forte 

3 ue FM — 2 *c — 4 a i du centre F par B loit décrit le 
emi cercle BQP, qui rencontrera FM en P, &c DC 
prolongée, s’il eft neceflaire, en Q. Et ayant joint QM, 
foit menée par P la droite PE parallèle à j^Af , qui ren- 
contrera FC en Ei ayant cnfuite mené £0, parallèle à 
F B , &C décrit du centre D, 8 c du demi diamètre DL 
— DC — FE le cercle LO H ; il coupera EO au point 
cherché 0 , qui fera le centre du cercle 1SK, qui fatis- 
faic au Problème. 

Démonstration. 

SOit du centreG,&du demi diamètre Gf=GF-*-FE 
décrit le cercle [Or. A caufe des triangles femblables, 
MFQ^ PFE } FM , ou (conft. ) 1 AC. FQ j: PF, ou 
FQ F E 5 donc z A C x F E — FQ/= F B 1 = A F x 
FC 5 donc z AC x FE = AF x FC. Et partant 2 AC. 
AF :: FC. FE. dividendo xAC — AF . AF:: FL.FE. 
Or î AC— AF — AC-*- FC. Car 1 AC — AC - 4 - AF 
-t-JFC-, donc z AC — AF = AC+ FC. AF, ou 
HE : car AH = OK — IO = FE. Or H F — H F ; 
donc ajoutant d’une part A FI , & de l’autre F E, on 
a AH ■+■ HF ( AF) =HF+ EL{ = HE ) :: F L 
— FC—FE. car FC — LC— FL. or FE = JO = OK 
= LC , puifque le rayon DO du demi cercle HOL eft 
plus court de OK = LC que le rayon DK du demi cer- 
cle AKC , donc FL = FC — F E. Encore dividendo. AC 
FC — HE ( xFC) . HE :: EL. FE. il faut montrer que 
AC -+- jFC — HE— xFC. car i°. HE = AF. z°. AC 
— AF = FC ; donc AC->r FC-+- HE = xFC . HE :: 
EL. FE, ou Cr -, FE — Cr. car FE — JO — OS—Cr-, 
donc HE x EL — xFC x Cr = FC x z CV = fE x Er-, 
Et partant HE x EL—fE x Er: mais HE x EL = E0 l ; 
donc auffi /Ex Er — E0 l -, c’eft pourquoi le point 0 eft 
commun aux deux cercles HOL , fO r , & à la perpendi- 
culaire EO : mais par la conftru&ionles lignes OK, 01, OS 
font égales - } fit les points K, S, I, font les points tou- 

chans 4 
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chans ; puifque les lignes OS , & KO , vont aux centres G 
& D des cercles ABC , FSC, &c que 01, eft perpendicu- 
laire à F B ; donc le point O , eft le centre du cercle JS K , 
qui fatisfait au Problème. C. Q^_F. DU 

PROBLEME PLAN. 

3- demi cercle AEB, dont le centre eft C, & une F i g. \f 

perpendiculaire DE à fon diamètre étant donnez^ il faut trou- 
ver fur DE le point F , par où , & par le point A , ayant mené 
la ligne A F G ; GF fait égale au demi diamètre AC. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé les don- 
nées AC, ou CB, ou F G, q-, AD , b i DE, ci & l’incon- 
nue AF , xi DF iera v'xv — bb\ l’on a par la propriété 
du cercle D & — DF 1 — AF x FG, car DE+-DF . AF:: 

FG. FE. or FE = DE — DF ; donc DE-*- DF. AF r. 

FG . DE — DF ; donc en multipliant les extrêmes , le 
produit fera égal au produit des moyens, c’eft-à-dire, 

que DE — DF = AF x FG , ou cc — xx -t- bb = ax, 
xx — — ax -+- cc bbi d’où l’on tire x — — {a 
y/ ^aa -*-cc -+- bb , qui fournie cette conftrucUon. 

Soient menées du point E aux extrêmitez. A & B du 
diamètre AB , les droites EA , EB. Et ayant fait EL 
~{AC = \a, foit décrit du centre A par Z, l’arc 
Z H qui coupera AB en FI. Et du centre FI, & du 
demi diamètre EZ, foit décrit un cercle qui coupera AB 
aux points / & K. Je dis que AI, fera la valeur politive 
de xi c’eft pourquoi fi du centre A l’on décrit les deux 
arcs KG,. IF qui couperont la circonférence AEB eh G, 

& DE en F ; la droite AF étant prolongée rencontrera 
la circonférence AEB en G, & FG fera par confequent 
= AC i puifqu’elle eft égale à IK double de EZ = \AC. 

Démonstration. 

P A a la conftru&ion , & à caufe des triangles reâangles 
a4EZ, ADEi AV~ — EZ l — AH*' — J H 1 = AK x AI, 
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car AH — JH =*= AH-+- JH x AH — J K $ mais JH 
~HK-, donc AH+IH—AH-+ HK = AK. or AH 

— JH — AI -, d<Éè ~ÂH — LH ~ AK x Al ~ AG x 

AF , il faut montrer que AG x AF = AE ... fi vous 
fuppofez la ligne BG , les triangles AFB , AG B feront 
femblables, puifque l’angle F AD leur eft commun, & 
qu’ils ont chacun un angle droit en D & en G -, donc AF. 
AD :: AB. AG } donc AF x AG = AD x AB. Mais 

AD x AB—~Âe\ donc AF x AG = A E = AD % 

■+■ DE 1 = AB x AD — AD x DB-+-AD 1 , AB x AD 

= AD x DB - 4 - ~AD, car AB = AD -4- DB 5 donc en 
multipliant chaque membre par AD, on aura AB x AÏ) 

=-AD ■+■ AD x DB j donc AG x A F , ou AF x FG 
-4- AF *, AG x AF = AF x FG +~ÂF -, car AG == AF 

-4- FG j donc AG x AF = AF - 4 - AF x FG , ou AF x 
FG ■+■ AD 1 -4- DF 1 — AD x DB H- AD' j AG x FG 

h ~~AD-h Df'= AD x DB + AD\ car i». par le ja- 
lonnement ci - deffiis AF = AG x FG -4- AD -4- DF. 
2 °. AE= AD •+• DE ; mais DE =AD x BD ; donc 
* ^E — ~ÂD-+ADx BD -, àonc AG x FGarAD ->rDF 

— AD+- AD x DB ; donc, en retranchant AD 1 de 
part Ôc d’autre, AF x FG -4- DF l = AD x DB=DE l ; 
donc AF x FG = DE 1 — DF 1 -, d’où il fuit que la ligne 
AF prolongée, rencontre le demi cercle AEB au point • 
G où l’arc KG le coupe C. Q \ F. D. 

PROBLÈME PLAN. 

F io. xo. 4. U N demi cercle BEC dont le centre eJiD , & un point 
A hors du demi cercle , étant donnez^ de pofition fur un plan > 
il faut trouver le point E, ou F fur fa circonf érence , par où , 
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& par le point A , ayant mené la ligne A F E , fa partie F E, 
foit égale au demi diamètre BD. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé les don- 
nées AC, a ; AB, b\ BD, ou FE, c -, AE fera x + ci 
la propriété du cercle donnera a ( A C) . x c ( A E) : : 
x {A F), b (AB)', donc xx ■+• ex = ab , ou x x — — ex 
■+■ ab, d’où l’on tire x — — ±: ^\cc-+-ab qui donne 

cette conftruâion. 

Ayant mené du point A la tangente AI , & du point 
touenant I le rayon ID , l’on prendra IK—\BD — \ci 
du centre A par K , l’o* décrira l’arc KL qui coupera AC 
en Z; & du centre Z, & du rayon J K, l’on décrira un 
cercle qui coupera AC en O & M. Enfin du centre A 
par les points O & M , l’on décrira les arcs OF , ME, 
qui couperont le cercle BEC aux points F , E ; de forte 
que la ligne AF prolongée, ira au point Ei & F E fera 
par confequent = BD ; puilbu’elle ell égale à OM => 1 / K 

— BD. 

ÜEMO NSTRATION. 

A Caufe du triangle AI K, reâangle en 1 i AK — 
JK' — AL'—OL' ) eut AK = AL par conftruûion, 
Sc OL=zIK auffi par conftruéUon-, donc A K « — I K 

— al — (Tl = AM x AO-, car AL — OL = AL 
OL x AL — O L. or OL — LM. donc AL -f- PL 

= AM,&AL — OL = AO. donc AL+-OLx AL — OL 

= AMx AO — AL — OL — AE x AF = AP : 
mais AC x AB = Al' j donc AE x AF = AC x AB ; 
d’où il fuit que le point E eft commun au cercle BEC, 
à l’arc M 2L, £c à la droite AF E. C. Q^F. D. 


4* Application de l’Algebae 

PROBLEME PLAN. 

Fie. ii. J. U N triangle ABC, & un point D hors du triangle 
étant donnez^, il faut mener du point D une ligne DEF, en 
forte que le triangle ABC, fait au triangle E B F , en la 
raifon donnée de m à n. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu -, puifque le point D 
eft donné de polïtion, les lignes DG parallèle à AB, & G B 
qui eft le prolongement du côté BC, feront ( art. 4. n°. 5. ) 
aufïï données 5 nommant donc les données AB , a ; BC, h ; 
DG ,gi GB , fi & les inconnues '§ B (art. 4. n°. 8. ) x -, & 
BF ,yi GF fera / y , & l’on aura par les qualitez du 
Problème AB x BC. EB x B F :: m. n : car il eft facile 
de démontrer que AB x BC. EB x B F :: ABC. EBF } 
donc en termes analytiques, ab . xyv.m.m donc nab — 
mxy. Et les triangles femblables DGF, EBF donnent, g. 
( DG ) . f-try ( GF ) :: x ( EB ) . y ( B F ) ; donc gy—fx-t- 
xy i & faifant évanouir y , l’on aura mfxx = — nabx -t- 

. Pour réduire cette équation 


xy 

nabg , ou xx = — 


nm(,x + 

57 . 


à la féconde Formule de l’article 6, & pour la conftruire, 
foit fait m . »::<*( AB ) . ^ qui foit B 1 que je nomme ci 
mettant donc c dans l’équation en la place de elle fé 
changera en celle-ci xx — — Ayant mené CB 

parallèle à AB , J K parâllelc à BC , & G JL qui rencon- 
trera CL en L } l’on aura , à caufe des triangles fembla- 
bles G B I , JKL, GB (/). BI{c):: IK{b).KL = <4 

3 ui étant nommée d. Se mettant d en la place de if dans la 
erniere équation , elle deviendra celle-ci xx — — dx-^-dg, 
d’où l’on tire x — — {d-*-V±dd-i-dg. 

Fig. 11. Pour conftruire le Problème, fuivant cette formule,il faut 
joindre KL (d) & GDlg) furune même ligne comme vous le 
voyez dans la Figure zi c . Puis fur LD — LK -t-GD(d-+-g) 
décrire le demi cercle LTD , la perpendiculaire GP fera égale 
à y/dg. Enfuite du centre C moitié de KL ( \d ) & de l’inter- 
valle CP, décrire un autre demi cercle RP H-, alors CP 
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',= Ÿ\dd-*-dg, & GH = — {d-\- V~dd •+• gg == x. Ce 
qui montre que pour avoir la valeur de x = SE, il faut 
divifer DG en H 5 en forte que DH. HGr.HG.KL. Il # 
faut montrer à prêtent que D H. H G. K L. par la 
conftrudion , tt KL. PG. DG , & -$■ RG ( KL + GH) 

PG. GH. donc KL x DG = GH x KL -\-G H . donc 
DG. GH a KL+GH. KL. donc dividende DG — GH 
( DH ) . GH :: KL •+■ GH— KL ( GH ).KL - } c’eft-à-dire 
que -H- DH. GH. KL. car de cette équation xx = — dx 
-+- dg = dg — dx , on tire cette analogie 77 g — x. x. d. 
or* = BE—GH , g = DG & d— KL. "donc DH 
(g — x). HG (x), K L(d). Il faut mener HE parallèle 
à G B qui coupera AB au point cherché E,- de lorte que 
la ligne DEF menée de D par E, réfout le Problème. 

Démonstration. 

. PAr la conftru&ion DH. HG, ou EB :: EB . KL , &C 
les triangles femblables DHE , EBF donnent DH. EB 
:: HE, ou GB. BF 5 donc EB . KL \\GB. BF ; & par- . 
tant EB x B F = G B x KL-. mais les triangles femblables 
GBI, IKL, donnent GB.BI.w JK, ou BC.KL -, donc 
BI x BC—GB x KL -, donc EB x BF= BI x BC. Mais 
AB x BC. EB x B F , ou IB x BC:: AB . IB : : ( conft.) 
m. n, comme le triangle ABC , au triangle EBF. 

C. Q^F. D. 

6 . Si l'on veut que le poinC donné D, foie dans le 
triangle , H n’y a qu’à changer le ligne où / fe rencon- 
tre ; parcequ’alors GB, deviendra négative de pofitive 
qu’elle étoit,<r’eft-à-dire que le point G tombera entre B 

Sc Ci 8c l’on aura ** = — ou xx^ * 4 ^ qui 

fervira à conftruire le Problème en cette forte. Alors 
x = ±d+- V\dd — dg. on joindra CL (d) & DG (g) fur p , G . ^ 
une même ligne ; ofl décrira le demi cercle C PG, la per- 
pendiculaire PD fera y/dg, puis du centre K milieu de 
CD {d) on décrira le demi cercle CQJ) -, par le point P 

F iij 
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on mènera PQ parallèle à CG : du point Qj où P^coupe 
le demi cercle CQD on abaiflera la perpen diculaire QH, 
Se l’on mènera K Q^ — K C, alors K = V~dd — dg , Se 
* CH={d+V±dd—dg.èc HD={d—y/{dI^ 7 ^= x . 

Fie. 14. Autre conftruétion. Soient joints CL , DG, dans une 
même ligne, fur laquelle on décrira le demi cercle CPG 
fie l’on aura D P — v'dg -, on cranlportera CL en CG, en 
forte que CL — CG: du point K milieu de CG on dé- 
crira le demi cercle CQG -, puis ayant mené /^parallèle 
à CG, du point £>_on abaiflera la perpendiculaire QJH 

qui fera égale à DP = y/dg : a infi KH = V^dd — dg-, 
alors HD=\d-— V\dd — dg = x , fie C H = A d ■+• 
V\dd — dg. "Cette conflruéHon eft plus conforme à la 
figure 1 ze : car nous allons montrer que 77 DH. HG. 
CL. car e: CL. DP. DG. fie ^ CH. HQ. { DP ). HG. donc 
CL x DG=CH x HG. donc H G. DC :: CL. CH. or 
par conftruâion CL — ïKH -+- 1 HG Se CH= 1 KH 
■+■ HG, donc HG. DG :: iKH-*- iHG. 1 KH-hHG. donc 


dividendo HG — DG {DH). DG :: iKH-t- iHG— iKH 
•+- HG ( HG ) . iKH -+- HG. c’eft-i-dire, DH. DG :: HG. 
iKH ■+• HG. donc addendv DH. DH-+-DG {HG) : : HG. 
iKH •+■ iHG { CL ) ._cjeft-à-dire , que-^ DH. HG. CL. 
'CG=d.HG=x.QJP=DP—\ / dg.~CG — HG [d — x).QH {Vdg). 
H G {x). donc dx — x 1 ==dg. ou xx — dx — dg. 


Soit divilce AB en J, en lorte que AB. BI ::m. n. Et 
ayant pris fur GD , GO = BI, on mènera par les points 
B, Se 0 la droite indéfinie BOL, fie par Cia ligne CL 
parallèle à AB , qui rencontrera BOL en£. Soitenfuite 
prolongée GD en H-, en forte que DH. HG :: HG. 
CL, fie menée HE parallèle à BC, qui coupera AB en E. 
Je dis que la ligne EDF menée par les points E fie D, 
réfout le Problème. Car l’équation réduite eft xx = dx 
— dg , d’où l’on tire cette analogie x — g. x. d. or x 
= EB = HG. g — DG. d — CL. donc D H {g — x). 

HG{x). CL {d). 
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Si avec cette équation **= — dx + dg, on veut trou- 
ver x , il faut la changer en celle-ci xx dx = dg, 
d’où l’on a cette analogie :: x-t-d. v7g. x. après avoir 
trouvé GP = y/dg. on-prendra LH=d. du point C mi- 
lieu 'de Z.Kj&de î’intervalleC/' on décrira RP H, alors-;:- 
RL ( GH) - 4 - LK. GP. GH, ou en termes analidques 
x-*-d. V dx . x. donc xx+dx. =*dg, ou bien xx =— ■ dx-t-dg 

Démonstration 
E L l E eft la même que la précédente. 

Remarque I. 

^ • 

7- L’EqU ATI on precedente xx = , étant 

réduite à celle-ci xx = dx — dg, comme l’on a fait celle 
du cas précèdent ( n°. y.), fait voir que fi la moyenne 
proportionnelle entre DG (g), fie CL (d) furpafle i CL, 
le Problème fera impoffible : car alors les deux valeurs de x 
feront imaginaires. 

R E M A R Q_U E I I. 

8. Si dans les deux conllrucHons précédentes, le point 
F étoit tombé au-delà du point C t hors du triangle } il 
auroit falu mener la parallèle DG de l’autre côté du point 
G , qui auroit rencontré le côté AC , prolongé du côté 
de A dans le premier cas , & l’on le feroit fervi du côté 
AC, comme on a fait du côté BC. 

R E M A R q^u E III. 

9- Ce feroit encore la même chofe, fi le point D étoit 
donné fur un des cotez BC prolongé : car DG parallèle 
à AB, rencontreroit le côté AC prolongé du côté de A, 
& l’on trouveroit comme on vient de faire , le point E > 
par où ayant mené la droite DEF , l’on auroit le triangle 
AEF , qui feroit au triangle ABC , comme n à m. Dan; la 


F i c. n, 
H- 


Fig. *6. 
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Figure z 6 AG — f A £ = *. A F = x.\c point I doit 
être pris fur AB du côté de ^,cn forte que AB. AI : : 
m. ». CL parallèle à AB doit être menée de l’autre côté 
de C, en forte qu’on puiflè tirer GIL. 

• 

Remarque IV. 

_ 

Fig. 17. 10. o I I e point B étoit au fomrnet de l’un des angles 
comme en Ai il n’y auroit qu’à divifer ^Cenf; en 
forte que BC. B F ::m. n , & mener AF : car en ce cas 
ABC. ABF wm. n. 

R E M A R Q^U E V. 

Fig. 28. 11. S I'ie point B étoit fur un des côtez AB i en nom- 
mant AB , ai BC, bi BB , gi qui font les données, 8c 
l’inconnue BF , xi l’on auroit félon l’hypothefè ab. gx :: 
m. n -, &c. partant mgx = nab $ donc x = ^ : qui fournit 
cette conftru&ion. 

On divifera BC en H, en forte que BC. B H-.: m. n, 
& ayant pris BF quatrième proportionnelle à BB, AB, 
BH , l’on mènera la ligne B F qui fatisfera au Problème. 

Démonstration. 

A.Yant mené AH, les triangles ABH , BB F 
feront égaux 5 puifque ( conft. ) BB. AB :: B H. B F : mais 
le triangle ABC eft au triangle ABH :: BC. BH wm.n ; 
donc ABC. BBF : :m.n. C. Q^F; B. 

Corollaire. 

i 1. On peut par le moyen de ce Problème , 8c des re^ 
marques qu’on y a faites , réfôudre toutes les queftions de 
la Geodéfie. 

F 1 g. xp. Soit par exemple , un re&iligne quelconque A BCEGH, 
8c un point B hors de ce re&iîigne, donnez de pofition, il 
faut mener la ligne BOF, qui divife le même rediligne,de 
* maniéré 
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manière que la partie OHGEF foit à la partie OABCF, 
comme min. 

On mènera du point D aux angles du reélilignc des 
droites DG , DE , DC , DB. Or puifque l’on connoîc la 
luperficie du re&iligne entier , 8c qu’on peut connoître 
celle de toutes les parties qui le compofent -, on connoîtra 
auffi (î quelqu’une des lignes DB, DC, D E, DG, fatis- 
fait au Problème. Mais fi aucune n’y lâtisfait, de forte que 
la partie LFîGE foit trop petite, 8c la partie KHGEC 
trop grande -, il eft necefïàire, félon cette hypothefe, que . 
la ligne DO F paflè entre les lignes DC, DE , afin que la 
Figure foit divifée dans la raifon demandée : mais parce- 
que l’on connoît le raport de toute la Figure à lès parties 
KABC , LABCE, l’on connoîtra aulfi le raport du qua- 
drilatère LKCE à la partie OKCF ; c’eft pourquoi, i°. Si 
les lignes KL, CE font parallèles, il n’y a qu’à divifer CE 
en F, en forte que ce CE foit à CF dans la raifon conve- 
nable, 8c mener DO F , qui fatisfera à la queftiôn.-car CE. 
KZ::CF . KO, ou DCE. DKL :: DCF . DKO } & divi- 
drndo LKCE. DCE :: OKCF . DCF . permutando LKCE. 

OKCF :: DCE. DCF :: CE. CF. 

i v . Si ces lignes CE, KL ne font point parallèles , elles Fi c. j©.' 
concourront de part ou d’autre en un point P , que l’on 
trouvera en cette forte. Ayant mené JLR 8c Z^paralle- 
les à KC , & à CF , ces droites feront données de gran- 
deur auffi bien que KQ± Soit donc fait à caufe des trian- 
gles femblables KQL , KCP -, KQ^QL.-.KC . CP,CP 
fera donc auffi dormée de grandeur 5 c’eft pourquoi ti- 
rant K S perpendiculaire à CE , qui fera auffi donnée , l’on 
aura la fuperficie du triangle KCP ; 8c par confequenc 
( n°. 9 . ) , le raport de tout le triangle à fa partie OKCF, 

& le Problème ièra réfolu. 

PROBLEME PLAN. : 

' ■ J 

13 D EC R I RE un triangle ABC reïlanqle en A, dont Fig. ji. 
le plus petit c'otè AB , &• la différence DC , des ferment de l'hy- 
pothénufe , faits par la perpendiculaire A E , f oient donnez, ^ de 
grandeur. G 
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Ayant fuppofé le Problème réfolu , l’on décrira du 
centre A, 5c du rayon AB , le cercle G B F, qui paffera 
par le point D » puifque DC, eft la différence des feg- 
mcns B£, EC de l’hypothenufe 2?C> 6c ayant prolon- 
gé AC en G iGC fera = AB -+-AC j 6c FC — AC — 
AB. Nommant donc les données AB, a\ DC, b-, 8c 
l’inconnue CF , x ; AC fera a - 4 - x j ôc GC, ia •+• x j ôc 
l’on aura à caufè du cercle CD (b). CF (x) :: CG 
( ta x ) . CB = ^ ; donc d caufe de l’angle 

droit Ba4C . DC l = AB 1 -+• AC 1 , ou en termes 
Algébriques A, ‘ xx -*"*//*- = iaa ■+■ iax •+■ xx , ou en 
ordonnant l’équation , 

x 4 -*- 4*»x' ■+■ 4 aaxx — tabbx — îaabb = o , qui eft une 
— bbxx 

équation du quatrième degré.* ôc qui ne peut être 
divifée par aucun binôme compofé de l’inconnue , Ôc 
d’un des divifeurs du dernier terme : mais avant que de 
conclure quelle eft la nature du Problème , il faut faire 
évanouir le fécond terme. Faifant donc x •+- a= % , l’on 
a .* a i 6c mettant cette valeur de x dans l’éaua- 

tion en la place de*, & les puiffances de cette valeur 
en la place des puiffances femblables de x, l’on aura 
cette nouvelle équation — - iaat^-+- <r*= o j 6c com- 

— bbxg ^ — aabb 

me le quatrième terme eft auffi évanoui , il fuit que le 
Problème eft plan : car fai&nt ay x&, l’équation fe 
changera en celle- ci , aayy — r y •+■** = o , ou yy = 

— - abby — aabb 

’jy-uy+Ai -*) ^ q UC p on peut ramener à une des quatre 

formules précédentes , trouver par confequent la valeur 
dej', ôc chercher enfuitc une moyenne proportionnelle 
entre y Sc a , qui fera la valeur de d’où ayant ôté a , 
on aura celle de x qu’il faloit trouver. Mais ces fortes de 
conftrudions font très - compofées * c’eft pourquoi dans 
de pareils cas, il fauc tâcher, en. prenant d’autres voyes. 


Digitized by Google 



alaGeomïtrie. ' 49- 

de trouver une équation du fécond degrc , qui donneroit 
une conllruétion beaucoup plus fimple, plus élégante, & 

f ilus naturelle. Prenons donc B D pour l'inconnue j & F i g. ji. 
'ayant nommée jr, BC fera b-t-x-, B £, & £C, £ 

x-*-b j & l’on aura à eau fe de l’angle droit BAC, BE x EC 
— ~ xx •+■ i bx = A É' : & à caufe du triangle re&angle 
AEB , l’on aura B É -t- A E‘ = ^ xx -t- ^ xx -t- ~ bx = aa 
= A B' , qui fe réduit à xx — — bx -+• laa -, d’où l’on 
tire x = — I £ +; V \ bb -r~ ïaa , qui donne cette con- 
ftru&ion. 

D , étant le commencement de x qui va vers B , on Fio. 
prendra fur CD = b , prolongée de part Sc d’autre, DG 
= i/< = t AB , Sc DH = as= AB , Sc ayant décrit fur 
le diamètre GH, le demi cercle GRH, on élevera aü 
point D la perpendiculaire DR, qui rencontrera la cir- 
conférence en R. Et du centre 0 , milieu de DC = b, on 
décrira par R le demi cercle B RK qui coupera DG aü 
point cherché B. De forte que DB fera la valeur pofitive 
de x , 6 c DK fa valeur négative 5 c’eft pourquoi ayarit dé- 
crit fur l’hypotbénufe BC , le triangle re&angle BAC , 
dont le petit côté AB foie ===* , le Problème fera réfblu. 

Démonstration. 

P A r la conftruéüon AB ==x, & DC ==. b } il ne refte 
donc qu’à prouver que la perpendiculaire AE qui tombe 
de l’angle droit A fur l’hypothénufe BC, divife BD par 
le milieu en E. 

La propriété du cercle donne BD x DK = DR 1 = 

GD x DHi donc BD. GD ou 1 DH n DH. DK, ou en 
prenant la moitié des confêquens , BD. DH ou AB u A B. 

\DK -, donc BDx \ DK , ou j BD x DK — AB 1 \ 
donc DK, ou CB . AB :: AB. -J BD: Mais les triangles 
femblables CBA , ABE donnent CB . AB :: AB . BE ; 
donc AB. \BD AB. BE } donc f BD == BE. 

C. Q^F. D. . 

Gij 
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PROBLEME PLAN. 

Fig. jj. 14- U 21 quarri A B C D dont les c'otet^ A B , AD font pro- 
longe fêtant donné } il faut trouver fur l'un des prolongement 
A E , le point E , en forte que la ligne menée par E , &■ par 
l’angle C terminée par C autre prolongement B F , fait égale k 
une autre ligne donnée K L , qui ne foit pas moindre que le 
double de la diagonale du quarrc. 

Ayant fuppofé le Problème rcfolu, & nommé AD , 
■ ou AB y a KL, b s êt les inconnues A E, x } AF , y, 
D E fera, x — a -, le triangle reâangle FAE donnera 
A E L ■+• A F 1 = xx -\-yy =.bb — ( hyp . } j EF’ , qui cft une 
équation au cercle. Et les triangles femblablcs FAE , 
CDE j donneront p. ( FA.) x ( AE )::a{ CD ).x — a ( DE) -, 
donc xy — ay=sax , qui eft une équation â l’hyperbole 
par raport à les afymptotes } & ayant fait évanouir^, &, or- 
donné l’cquation , on aura : 

A. x' — iax‘ -+- laaxx •+• tabbx — aabb = O , 

— bbxx 

qui eft une équation du quatrième degré , & qui ne 
peut être divilce par aucun binôme i c’eft pourquoi pour 
déterminer quelle eft la nature du Problème, il faut, 
fuivant les principes de M' Defcartes , & ce que nous avons 
dit article 4. n°. 18, faire évanouir le fécond terme. Soit 

pOUr Ce fujet X — — donc X = S^-I-{<ri XX = ^-4- 
ag-k-'-aa-, x = {at^- { aat^-+- \ a‘- t x' = £+■ lazf 

4. A aaz&.+ t «*'*L-*- tt a ' » & mettant ces valeurs de x, 

de xx , de x\ & de x* dans l’équation A , elle deviendra 
celle ci. 

B. xf -j-J aaxg-+- t h *' 

— o. 

— bbxg -+■ abbg _ — ~ aabb , 
où il n’y a point de fécond terme. 
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Pour transformer prefAtement l’équation B en une 
équation du troifiême degrc , on fe lèrvira de ces deux 
équations: 

C. X.K. — yK. — f~ 

D. ^ t — o t que je multiplie l'une par l’autre, 

pour avoir celle-ci: 

£. £ — — fyt ^ — tf = o. qui eft femblable à 

—yy*&.— y*. 

l’équation B. Mais pour abréger le calcul , j’égale les 
quantitez connues de chaque terme de l’équation B à de 
Amples lettres connues ; fçavoir, 

\aa — bb==p. 

* -+- abb = q. 

■h a' — i aabb = r. De forte que l’équation B devient 
celle-ci. 

B. ’C-t-pKR.-*- = 

Je compare^efentement les deux équations E & F, 
terme à terme~chacun à ion correfpondant ; ce qui me 
donne les trois équations fui vantes : car les deux premiers 
termes ne donnent rien. 

G. t — yy — f-P- 

H. ty — fy = q> 

I. — tf= r. 

L’équation / donne f= & mettant en la place 

de fy cette valeur dans les deux équations G & H , & 
multipliant enfuite par t , l’on a les deux fuivantes. 

K . tt — tyy-*-r~ pt. 

Z . — tty ■+■ ry = qt. s 

L’équation JC donne tt=tyy-\-ft — r, & mettant 
cette valeur de tt dans l’équation Z , l’on a — ty * — 

fty+iry — qt, d’ou l’on tire M. t — & 

mettant cette valeur de t dans les équations H 6c /, l’on 

G iij 
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* # — îrw 

aura les deux qui fiiivent, N. — /y—q,SiO. 

y+fr+î 

- ~ 1 - =r ; d’où faifànt évanouir l'inconnue A ôtant 

y 4- py 4- q 

les fra&ions , & retranchant ce qui doit être retranché , 
l’on aura P. y ■+■ rfy' -+- fpyy — qq o, qui eft l’équa- 

— 47 / 

tion transformée, &qui te rapporte au troificme degré; 
& remettant, à prêtent dans l’équation P , en la place de 
f t q> Si r leurs valeurs , l’on aura , 

+-byy — a 
— ayy — ra ' bb = o 

— aa b 4 

Si l’on tente prefentement toutes les divifions de cette 
équation par les binômes qu’on peut former par le quarré 
de l’inconnue y } c’cft-à-dire , par yy, ( car il n’cft point ici 
neceflàire de les tenter par aucun autre) ; & par quelqu’un 
des divifeurs Plans du dernier terme, l’on crouvera qu’elle 
te peut divifer par celui-ci. 

J2. yy — au — bb = o ; & le quotien^Rra 
S. y' -+• raayy ■+■ a ' 

— bbyy -+- aabb °* 

qui eft une équation du fécond degré ; Si qui par confe- 
quent fait connoître que le Problème eft Plan. 

Si l’on veut le réfoudre fans éhcrcher une autre équation 
du fécond degré: Voici la méchode qu’on doit fuivre. 

L’on a déjà l’equation O. — =t=r, d’où l’oq 

_ y 4- py 4- q 

tire T.f = — - — — — * Il ne s’agit plus que de cher- 
iy 

cher une valeur temblable de / ; ce qui fe fait en cette 
forte. L’équation J donne t = ^- r , mettant donc cette 

valeur de t dans les deux équations G Si H , l’on aura 

— ' ~ fyy tf> t*-ry—jfy=* qf : & faitent 

évanouir le quarré l’on aura — r — 'fyy — 2 


^ 1 % 
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Si 


Ce cette valeur de/. 


y -*-py— 9 

fubftituée dans l’équation I , donne après avoir ôté les 
fractions, & ce qu’il y a à ôter, V. t Si l’on 




met prefentement dans les deux équations C, & D, en 
la place de f , Ce de t leurs valeurs prifes dans les deux 
équations T , & Z'", l’on aura les deux fuivantes. 

= O , «c 




V 

V-t-py— 9 


-r. = o, & 


r * T//-*- T/ “7 = ° 

Mais l’équation R , donne yy = aa bb , & y = 

v'w+ïî. ; l’on a auffi p = i-aa — W , & q = <*’ -4- ; 

fubftituant donc dans les deux équations -Æ", & jr en la 
place de^, de w, de />, &; de y, leurs valeurs* l’on aura 
après les réductions ordinaires, 

— zÿaa -t- bb -+■ A aa ■* a >Jaa -+- bb = o , & 

-H V<*<* -+- bb -+- \ aa — i <* y/aa -t- M = o , ou 
^_== x^Vaa -+- bb — A — A rf yfââ -+-bb, & 

jy: =*= — H- bb — i ■+■ x <* 'Jaa -+- ü , dont 
les racines font, 

— ï Vrfrf H- 4- V — \ aa ± bb — ± a y/aa ^ - bb t Sc 

Xj=î — \y/ aa ~>r bb -+>J — ~aa-*-^bb->r±a /aa+bF. Mais 
pour ôter le fécond terme de l’équation A , l’on a fait 
jc — a <*} c’eft pourquoi en mettant dans les deux 
dernieres équations , en la place de s^, la valeur x — + a-, 
l’on aura les deux qui fuivent. 
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X = i a y' j bb-\r_y/ — \aa-¥-~bb — -a 'Jaa ■+■ bb. 

x = '-a — \/ \aa-+- i bb-jhV — t <*<*•+-; bb-*-{ aVaa-i-bb, 
dont la conftru&ion réfout le Problème. 

Il faut demeurer d’accord que cette méthode de M' 
Defcartes, de reconnoître la nature d’un Problème dont 
l’équation eft du quatrième degré , & de tirer de cette 
équation du quatrième degré, deux équations du fécond, 
quand le Problème eft Plan , eft parfaitement belle, & 
digne de fon genie 5 c’eft pourquoi j’ai jugé à propos de la 
mettre ici tout au long 5 parceque je ne l’ai vûe nulle parc 
entièrement expliquée. Il eft neanmoins à propos , comme 
on a déjà remarqué, après avoir reconnu qu’un Problème 
dont l’équation eft du quatrième degré eft Plan, de cher- 
cher par d’autres voyes une équation du fécond degré ; 
parceque la conftru&ion du Problème en devient plus Am- 
ple, comme on va voir par cet exemple. 

Fi g. 54. ij. Les mêmes chofes que dans l’énoncé du Problème, 
étant fuppofées, on prolongera BC vers G, l’on mènera 
EG perpendiculaire à FE , qui rencontrera CG en G, & 
l’on abaifïèra du point E fur CG la perpendiculaire EH: 
ce qui formera les triangles femblables CB F, CEG, CHE, 
&c EHG.bc outre cela les triangles CBF, EHG égaux, 
puifque 2?C = EH-, c’eft pourquoi ayant nommé les don- 
nées A B ou AD, ai KL ou FE, bi & les inconnues 
CG , xi CE, y » B G fera, a j & FC ou EG , b — y ; 
les triangles femblables CBF , CEG , donneront a (CB), 
b — y ( CF ) ::y ( CE ) . x ( CG ) -, donc ax = by — yy -, & le 
triangle reftangle CEG donnera CG’ =. xx = bb — iby 
-4- iyy = CE' -t-£G’,OU =by — yy=ax, ou bb — xx 

— lax , d’où l’on tire x = — y/aa -+■ bb , qui donne 
cette conftru&ion. 

Soit prolongée CD en J , en forte que CJ = KZ -, dép- 
érit du centre B par J , le cercle JG , qui coupera BC 
prolongée en G ; 6c fur le diamçtre CG , le demi cercle 

CEG , 
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CEG, qui coupera AB prolongée £ fie c, ou la touchera 
en un leul point £, fi le Problème eft poffible , c’eft-à- 
dire, fi KL furpafle ou égale le double de la diagonale du 
quarré AC. Je dis que la ligne FE, ou ef=KL ; 6c que 
par confëquent le Problème eft réfolu. 

De’ MONSTRATION. 

A Caulê des triangles femblables CB F , CEG . CB. 

CF :: CE. CG } donc CB x CG = C£ x CE. Et à caufe 
du cercle IG dont le centre eft B > CI' — BG‘ — BC == 
iBC x CQ -+- CG 1 — i CF x CE ■+■ C£ l •+■ EG l } car par 
l'équation précédente CB x CG = CF x CE. i°. en la 
multipliant par 1 on a îBC x CG = îCF x CE. i°. ajou- 

tant CG* on aura i BC x CG - 4 - CG*— 1 CF x CE -t- CG. 

Mais CG = CE -t- EG\ Donc rBC x CG + CG 

= a CF x CE -t- CE EG, ou CF* = FE iCF x CE 

•+■ CE 1 •+■ CF*— FE 1 . Car CF Or- CE — FE-, donc 

C£-t-C£ x C£ -h C£ = ££, ou ce qui eft la même choie 

C/+ iC£ x CE ■+- C£*= £ £** donc C/’ —FE 1 -, donc 
C/ = £ £ = KL . C. Q.F. B. 

On démontrera de même que ef = KL. 

PROBLEME PLAN. 

1 (>\ .A fomme M^des deux citez, AE, El d’un triangle f ig . jj. 
AEI, l'angle AEI que doivent former les deux cbtez^AE, El 5 
* dr la perpendiculaire EG menée de cet angle fur la bafe AI , 
étant donnez., décrire le triangle AEI. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, foit prolongée AE 
en B, en forte que £2?— El, & me'née par A la ligne 
AB parallèle à El, 6c égale à ABi la ligne menée par 
les points B 6c / , rencontrera^!) en B -.car BE = EI, 

6c BA = AB. Soit faite AK perpendiculaire à B B , qui 
fera divifée par le milieu en K, puifque le triangle B AB 


Digitized by Google 



jé Application de l’Algebre 

eft ifofcele. Ayant enfin mené B H perpendiculaire d 
si I prolongée, &: nommé les données KB , ou KD, c-, 
la perpendiculaire £G , b ; AK , d j 6c les inconnues AJ , 

KJ, xj DH, «i BJ fera c — * , 6c JD, r •+-*. 

Les triangles lèmblablcs J A K, JB H donneront 
(JA ) . d (A K) :: c — x (JB), u (B H) ; donc u — 
Et les triangles lèmblablcs HBA , GE A , & BEI , 
BAD donnent, u (HB). b (GE) :: B A . EA :: ic(£D). 
c -h x (JD), d'où l’on tire u— donc ££ = C ±=A*, 
ou ibcz — ccd — dxx\ mais le triangle re&angle A KJ, 
donne xx — — dd 5 c’eft pourquoi en mettant cette 

valeur de xx , dans l’équation precedente, l’on en tire ^ 
— — iEp.^.cc -*-dd:Mûs en nommant AB , a-, l’on a, 
à caufe du triangle re&angle AKB , aa — cc-^dd-, met- 
tant donc dans l’équation en la place de cc-t-ddïa. valeur 
aa, l’on a celle-ci *^== — ^ ■+■ aa , d’où l’on tire a; 
= — ^ -h qui fournie cette conftruétion. 

Soit prilê AF = GE, & menée F Z parallèle à KB -, 
foit prolongée K A en C, en forte que AC— FL ; & 
ayant mené AM parallèle à KB , & égale à AB , l’on 
décrira du centre C par M , le cercle MN , qui coupera 
AK prolongée en N -, & du centre A par 2V, l’on dé- 
crira le cercle N JO qui coupera KB, en 7 5 & ayant 
joint AJ, l’on mènera JE parallèle à DA , qui formera 
le triangle AIE, qu’il faloit décrire. 

De’mONST R. A T N. 

Jl eft clair que A £-t- EJ= AB , que l’angle A EJ, 
eft tel qu’on le fouhaite, & que A N = A I . A caufe 
de FL ( conft.) parallèle à KB , l’on a AK(d). KB (c) 
:: AF, ou GE (b). F L — l J — (conft.) AC, & par- 
tant CN h- 5^ & par la propriété du cercle, C N' — 
CA' — AM' — AB'-, ce qui eft en termes Algébri- 
ques — -t- a a , ou ■+■ aa q ui e ft l’équa- 
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tion que l’on a conftruitc 5 <i’où il fuit que la conftruclion 
precedente réfout le Problème. C. ^ F. D. 

J’ai copié ce Problème dans le Traité des lieux Géo- 
métriques de M. de la Hire, parccqu’il ouvre le chemin 
à la réfolution de plufieurs Problèmes femblables, comme 
eft celui qui fuit: j’y ai ajouté la conftru&ion Scia démon- 
ftration que cet Auteur n’avoit pas donnée. 

PROBLEME PLAN. . 

17 D ECRIRE un triangle AEI, dont on connoit la Fig. 55. 
fomme des cbtez^ AE ■+■ E f = A B , la bafe A I , <ÿ« dont 
l'angle AEI, foit égal à un angle donné. 

En fuppofant la préparation précédente, éc nommant 
les données A K, d 5 AI , b -, & l’inconnue Kl, x -, l’on 
aura parla propriété du triangle rectangle A Kl ,xx = 
bb — ddi donc X = 'Jbb — dd , qui donne cette con- 
Itruétion. • 

Soit du centre A 8c du rayon AI, décrit le cercle OIN 
qui coupera K B au point cherché I -, ce qui n’a pas be- 
foin de démonftration. 

PROBLEME PLAN. 

18. U TV rett angle AB CD étant donné, il faut décrire p, 8 ^ 
un autre reîl angle EH G F 5 dont les cotcz^ [oient également 
éloignez. de ceux du rcflangle ABC D, que le rectangle 

A B C D , [oit au petit E H G F dans la raifon donnée de & 
m à n. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé les don- 
nées AD, ou BC , a -, AB , ou DC,b -, 6c l’inconnue AL, 
ou LE, x j EF fera a — 1 x , & EU, b — ix. 

L’on aura par les qualitez du Problème, ab . ab — 
lax — îbx ■+• 4.XX :: m. n. donc ma b — zmax — tmbx •+• 

' 4»2 vx = nab , d’où l’on tire xx = { ax -+- } bx -+■ , 

d’où xx — \ax — \bx = — E Soit = —<ig, 

H ij 


m 
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car 4?» . a : : b . c = donc " --pj — = en — cm. Mais 
puifquc n <m foie n — m — — f\ donc en — cm — — fc , 
& faifanc fc = gg on aura en — cm = — gg, ou — 
t=t — gg. Ceci fuppofé il faut achever le quarré & l’on 
aura xx — \ ax — a bx ■+■ — aa. -t- | ab -+• ^ bb — 
aa -+- a ab -+- -jA bb — gg en mettant — gg pour , 

d’où tirant la racine quarrée on a x — A a — a b = 
^ fV aa ■+• î ab 77 bb — gg ; donc x = > + -;i + 

yi nu ■+• j a b -+- -A fob — gg. Or .// JC = ^ ^ > car ^ I 

a etc pris égal à f * ■+• -f b ; mais ayant fait KO , ou 

C=i “ 

QL = g = V mu b — nab, on aura KZ — 'J AK — QJL = 

^ h aa->r\abar fc bb — gg* donc x = AK — KL— AL. 
Ce qui fournit cette canftruûion. 

Soit prife AI^=. A**-*- \ b, Sc décrit fur le diamètre 
AI , le demi cercle API. Et ayant élevé au centre K, 
la perpendiculaire KP , pris K O = v'-^pEF, & mené 
par O la ligne QOK, parallèle à AI, qui rencontrera le 
demi cercle aux points QJbe. K, par où l’on mènera QZ. 
& RM parallèles à P K , qui couperont AI aux points 
cherchez L & M. De forte qu’ayant pris AS, BT,&c BV 
égales à AL, l’on formera le reélangle EH G F , & le 
Problème fera réfolu. 

De’ MONSTRATION. 

PAr la propriété du cercle AL x Z/ = LQ ou en 
termes Algébriques x x { a+{b — X — {ax-*-\bx—xx 

— “fir 1 * > ou xx — {ax-^~bx-+- qui eft l’équa- 

tion que l’on a confiante. C. F. D. 

J'ai démontré la conllrudion de ces deux derniers Pro- 
blèmes algébriquement, pour indiquer la maniéré de dé- 
montrer tous les autres de même ; ce qui eft fi facile, que 
je ne crois pas qu’il foit neceflâire d’apporter un plus grand 
nombre d’exemples. 
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Les Démonftrations faites à la manière des Anciens, 
éclairent plus l’efprit que les Démonftrations Algébriques , 
quoiqu'elles ne /oient pas plus certaines : mais au/fi elles 
ne font pas fi faciles à trouver , comme il eft aifé déjuger 

f iar les Démonftrations des Problèmes précedens , que 
’on auroit pû démontrer par l’Algebre aufli facilement 
que les deux derniers. 


SECTION III. 

Où [on donne la Méthode de démontrer les Théorèmes 
de Çeometrie. 

MÉTHODE. 

VIII. \ Pre’s avoir mené les lignes que l’on juge 
/\ neceflaires , en fuivant les Observations de 
l’article 4 , on nommera celles qui doivent entrer dans la 
queftion , comme lorfqu’on veut réfoudre un Problème 
avec cette différence, que l’on peut fe fervir de toutes les 
lettres indifféremment : car comme l’on ne cherche la 
grandeur d’aucune ligne , on les peut regarder comme 
étant toutes connues , ou inconnues. 

Cela fait, on exprimera en termes Algébriques , les ve- 
ritez que l’on veut démontrer , & on cherchera des équa- 
tions par les proprietezdu triangle re&angle, & des trian- 
gles /cmblables , ou autrement, que l’on ramènera par le 
moyen des fubftitutions aux mêmes expreflîons, que celles 
qui expriment les veritez dont il s’agit, 6t alors le Théo- 
rème fera démontré. 

S’il arrive que tous les termes de l’équation fur laquelle 
on opere , fe détruifent , de forte qu’il refte 0 — 0 , le 
Théorème fera encore démontré : car c’eft une marque 
que la chofe eft telle qu’on l’a fuppofee, fans qu’il loit 
neccffaire de déterminer la grandeur d’aucune des lignes 
qui ont été nommées. Ceci arrive ordinairement lorlque 
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l’on regarde les Théorèmes qu’on veut démontrer, com- 
me des Pr-oblêmes qu’on veut réfoudre. 

Il arrive aufli quelquefois que l’on croit réfoudre un 
Problème, & il fe trouve par la mutuelle deftrudion des 
termes de l’équation , que c'clt un Théorème, qui lé trou- 
ve auffi par ce moyen démontré. Tout ceci fera éclairci 
par les exemples qui fuivent. 

EXEMPLE I. 

Theorême. 

F i g. 57.- 1 . S I «ne ligne droite donnée AB, f/ coupée également en 
C , & inégalement en D -, le quart è de la moitié C B moins 
le quarré de la partie du milieu C D , fera égal au rcïlangle 
des deux parties inégales AD, D B. 

Ayant mommé AC, ou CM, a ; CD, b-, AD, fera, 
<r+ïj Ce D JB , a —b. 

. Il faut démontrer que aa — bb {CM' — CD')— AD x 
DM. 

Démonstration. 

En multipliant a-^-b(AD) par a — b, (DM) l’on 
aura aa — bb ( CM' — CD ‘ ) = AD x DM. C. F. D. 

EXEMPLE IL 

Theorême. 

TriG.rf. 2. Si «ne ligne droite AB, coupée par le milieu en C, c fi 
prolongée en D d'une grandeur quelconque. Je dis que le quarré 
de CD moins le quarré de CB, fera égal au re'clangle de la 
toute A D , par la partie prolongée B D. 

Ayant nommé CD, a -, AC, ou CM , b ; AD fora a+b ■ 
te MD, a — b. 

Il faut démontrer que aa — bb (CD' — CM')=AD x 
DM. 


« 
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, > * 

Démonstration. 

5 I l'on multiplie a -b b {AD) par a — b ( DB), l’on aura 
aa — bb ( CD' — CB' ) = AD x DB. C. Q^F. D. 

On démontrera de même les autres propofitions du fé- 
cond Livre d’Euclide , où il s’agit des proprietez des lignes 
divifces de différentes maniérés. • 

EXEMPLE III. 

Theorême. 

3 D A N S tout triangle obtufangle ABC, dont l'angle Fig. 39 
ABC efl obtus , fi l'on prolonge un des rérr^BC du coté de B, 

6 que l'on abaijfe du point A fur le prolongement , la perpen- 
diculaire ADj /< quarté du coté A C oppofé à l’angle obtus , 
fera égal a la fomme des quarrez^ des deux autres cotez^ AB, 

BC, C- outre cela à deux reflangles dont BC ejl un coté , & 
le prolongement BD, Vautre. 

Ayant nomme AC, a , AB , b s BC, c ; DB, d ; AD, 
gi DC fera C-bd. 

Il faut prouver que aa ( AC ) — bb + cc -b icdlAB' 
-bBC'-bibc x BD). 

De’ monstration. 

A Caufe du triangle redangle ADC,aa (AC)= gg 
( AD‘ ) -b dd -b icd-bcc ( DC' ) : mais le triangle re&angle 
ADB donne bb — gg -b dd-, mettant donc en la place 
de gg -4- dd fa valeur bb } l’on aura aa = bb -4- icd -+- ce.' 

C. Q. F. D. 

Si l’on fait DB ( —d ) =0, le point B tombera en D, Fig. 4#. 
& l’angle ABC fera droit ; & l’on aura aa = bb-bcc-.cz r 
zed devient nulle à caufe de d = o: mais fi l’on fait d né- 
gative, & moindre que c = BC 5 le point D tombera en- 
tre B , Ht C 5 & partant les deux angles ABC, & C feront 
aigus, & l’on aura en changeant le figne du terme où d 
fc rencontre , aa = bb— icd-b cc , ou aa-bicd=bb-bcc , 
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ou AC' -h iBCx B D = A B' B C' > c'eft-à-dire que 
dans rout triangle , le quarré du côté oppofé à un an- 
gle aigu , avec deux fois le re&angle du cote fur lequel 
tombe la perpendiculaire , par la partie interceptée entre 
la perpendiculaire, & cet angle aigu, eft égal à la fommc 
des quarrez Ôc des deux autres cotez. 

EXEMPLE IV. 

Theorême. 

F i c, 41. 4. S I dans un cercle ABGD, dont le centre eft C , ton mene 
librement deux droites BE, DF qui fe coupent en O. Je dis 
fue BO x OE = DO x OF. 

L’on mènera par le point 0 , le diamètre ACOG , les 
rayons CB , CD , & les perpendiculaires CI fur BE , & 
CK fur DF i & ayant nommé les rayons CA, CG , CB , 
CD, a-, BI, ou 1 E, b -, DK, ou KF, c, 01 , d -, OK , f -, 
CI, g; CK, h , CO, k ; BO fera, b+-d,OE, b — d s DO, 
c ■+• f j & O F, c — f. Il faut démontrer que bb — dd 
( BO x OE) = cc — ff ( DO x OE). 

DE* MONSTRATION. 

Les triangles reélàngles Cl B, CKD, C I O ,C KO , 
donnent 10. aa-= bb •+■ gg, 1 0 , aa = cc hh, 3 0 . kk 
= dd-4-gg, 4 0 . kk —ff - -+-/;/>;& faifant évanoüir aa dans 
les deux premières équations , kk dans la troifiême & 
quatrième y l’on aura j°. bb + gg = cc-r- hh , 6 o, dd-*-gg 
=//■-*- hh ; &c fouftrayant les deux membres de la fixiême 
équation des deux membres de la cinquième , le premier 
du premier , & le fécond du fécond , il viendra bb — dd 
= ce —ff. C. Q, F. D. 


EXEMPLE 
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EXEMPLE V. 

Theorême propofé en forme de Problème. 

j. U H cercle A E B F dont le centre ejl C , & un diame- F 
tre A B étant donnez il faut trouver au dedans du cercle le 
point D, d'où ayant abaiffè la perpendiculaire DI fur le 
diamètre A B 5 & par où ayant mené une droite quelconque 
E D F j ED xDF + T>Vfo,t=h\ x IB. 

Ayant mené par D la droite G DH parallèle à AB j 
puilque GD x DH= ED x DF , on peut mettre GD x 
DH en la place de ED x DF ; de forte que le Problème 
fe réduit à trouver le point D} en lorte que GD x DFÏ 
•+■ DI' = AI x IB. • 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , mené CK parai- 
lele à ID, le rayon CH, &c nommé les données CH, 
AC,owCB , a j Scies inconnues CI, ou KD, x-, CK, ou 

ID, yi AI fera, a — X} IB,a-+-Xj KH, 'J aa — yy-, DH, 
Vaa — yy -4» x; DG, >Jaa — yy — x, & les conditions du 
Problème donneront — yy — xx(GD x DH)-hyy 

(DI 1 ) = aa — xx (A I x IB) qui fe réduit à o = o. 
C’eft pourquoi le Problème propofé eft un Theorême, 

& comme il ne refte aucufie ligne pour déterminer la po- 
fition du point D -, il fuit que l’on peut prendre ce point 
par- tout où l’on voudra dans le cercle. 

L’on auroit pu démontrer ce Theorême comme le pré- 
cèdent, & l’on pourroit aufli démontrer tous les Théorè- 
mes, Ame on a fait celui-ci, en les conliderant comme 
des Pmblèmes. 


I 


G. + l. 


« 
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EXEMPLE VI. 

Théorème. 

Fio. 45. 6 -ls ES parallélogrammes BD, CE, & les triangles ABC,. 
D C F qui ont meme hauteur A G , font entr'eux comme leurs 
bafes BC, CF. 

Ayant nommé BC, ai CF, b ; Bc la hauteur AG , ci 
l’on aura <«-=au parallélogramme BD que je nomme, 
x , Bc bc — au parallélogramme CE, que je nomme yi il 
faut démontrer que x{SD). y .(CE)':: a. b. 

DE* MONSTRATION. 

Pût sqoh x = ac , Bc y — bc, l’on a x, y :t ac . bd 
donc bcx = acy , ou bx—ayi doncf x. y.: a. b, C.Q^F.D. 

C’eft la même chofe pour les triangles. 

EXEMPLE VII. 

Théorème. 

F 10. 44 . 7 ES triangles femblables ABC, DEF ,f>nt entr'eux 
comme les quarreg de leurs cbtex^homologucs AB, DE. 

Ayant nommé AB, a ; BC, b -, DE, ci EF, di le triangle 
ABC, x i Bc le triangle DE F, y ; les produits ab ( AB x BC ) , 
Bc cd(DE x BF) feront en même raifon que les triangles 
ABC , Bc DEF, oux, Bcy ; c’eft pourquoi l’on 3 lütz ab . 
ci:: x. yi donc cix = aby : mais la reuemblance de ces 
triangles donne a. (AB) b :: (J?C) :: c ( DE) d. (EF) ; 
donc ad—ba donc d—^iBc mettant cette w^iur de 
d dans la première équation , l’on aura ^ ==^Ky , ou 
ccx = aay\ donc x. y:\aa. ccv.AB \ DE 1 . C Q^F.D. 

L’on démontrera de même , que tous les polygonês 
femblables font entr’eux comme les quarrez de leurs 
cotez homologues. Et comme les cercles font aufli des 
polygones femblables d'une infinité de cotez , dont les 
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diamètres font les cotez homologues ; il fuit que les cer- 
cles font entr’eux comme les quarrez de leurs diamètres , 
ce que l’on démontre auffi facilement que pour les trian- 
gles femblables. 

EXEMPLE VIII. 

Theoreme. 

8 .L £ S folides femblables font entr’eux comme les cubes de 
leurs c’oteg_ homologues. 

Soient deux Spheres AS & CD , ayant nommé le F i c. + j, 
diamètre AS de la Sphere AS , a -, fa circonférence c i +6. 
le diamètre CD de la Sphere CD , b ; fa circonférence, d-, 
la Sphere AS , x -, & la Sphere CD, y. Il faut démon- 
trer que x . y , 9 . ' 

Di’monst ration. 

T .A Sphere AS eft égale à ‘f, & la Sphere CD = 1 -^ -, 
donc x . y :: :: aac . bbd $ donc bbdx = aacy : 

Mais les cercles étant des polygones lèmblables, leurs 
diamètres font comme leurs circonférences * c’eft pour- 
quoi a. b :: c . d ; donc ad — bc ; & partant d = j 
mettant donc cette valeur de d dans la première équa- 

b'cx 

tion, l’on a — z=.aacy , ou b‘ x = d y, donc x. y:: a'. 

a 

y. C.Q^F.D. 

On démontrera la même chofe , & de la même ma- 
niéré pour les autres folides femblables. 

EXEMPLE IX. 

Theoreme. 

9-L £•$ triangles ABC, DEF dont les bafes B C, EF, & Fie. 47. 
les hauteurs ACj , DH font tn raifon réciproque , font égaux. 

' 1 ij 
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Ayant nomme BC ,a 5 EF , b * AG , r ; DH , d-, le 
triangle ABC,x-, & le triangle DE F, y-, l’on aura le 
triangle A BC = ? = x , &c le triangle DEF =x 
= y j donc x . y :: ~ :: ac. bd ; donc bdx = acy : 

Mais ( Hyp ) a. b ::d. c-, donc ac = bd -, c’eft pourquoi 
la première équation bdx ~ acy devient x—y, ABC 
= D E F. C. Q^F.D. 

On démontrera de la même maniéré que les parallepi- 
pedes , les prifmes , les cilindres , les cônes & les pirami- 
, des, dont les bafes & les hauteurs font en raifon récipro- 
que , font en raifon d’égalité. 

On ne donnera pas davantage d’exemples de la Métho- 
de de démontrer par l’Algebre les Théorèmes de Géo- 
métrie: car les quatre Sedions fui vantes, où l’on démon- 
trera les proprietez les plus confiderables des Sections co- 
niques, en fourniront un aflez grand nombre. 

SECTION IV. 

Des Sellions du Cône (§r du Cilindre. 

1 1 1 

Définitions Generales. 

F ic. 48, IX. appelle Selïion Conique, une ligne courbe 

49, jo. IDH , qui eft la commune Seétion d’un Plan 

E D F, & de la fuperficie d’un Cône ABC, dont A eft le 
fommct; gc la baie eft un cercle dont le diamètre eft BC. 

2. Le triangle ABC eft appelle le triangle par taxe\ 
parcequ’il eft la commune Scâion du Cône & du Plan 
qui paflê par le fommec A , & par le diamètre BC de la 
bafe, & que l’axe du Cône, eft dans le Plan du même 
triangle ABC. 
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Supposition. 

3 O N fuppofe que le Plan EDF , elt perpendiculaire 
au Plan du triangle A BC , 8c que le plan du triangle 
ABC , eft perpendiculafre à la bafe du Cône. 

Co RO LL AIRE. 

4.D 'Ou il fuit que DG, qui eft la commune Seâion 
du Plan EDF, 8c du triangle ABC, eft perpendiculaire 
à EGF, qui eft la comftiune Seftion du même Plan EDF, 
8c de la baie du Cône -, & que la même EGF, eft per- 
pendiculaire à BC ; 8c par confequent coupée ( Fig. 48 , 
8c jo.) par le milieu en G -, d’où l’on conclura aufli que.fi 
l’on mene par quelque point L de la ligne DG, une ligne 
MN parallèle à SC, 8c une autre ligne IH parallèle à 
EF -, ces deux lignes M N,8C IH , leront dans un Plan 
parallèle à la bafe du Cône , dont la commune Seâion 
avec la fuperficie du Cône, fera un cercle qui paftèra par 
les points M ,1 , N , H , 8c dont le diamètre (era M N, 
qui coupera à angles droits , & par le milieu en Z, la 
ligne I H. 

Il fuit aufli que le point D, qui eft commun à la courbe 
I DH, & au côté AB du triangle A B C , eft plus près 
du fommet A dans les fuppofitions précédentes, que tout 
autre point de la même courbe. 

; 

Définitions Particulières. 

j. La Seélion conique IDH , eft nommée par aboie , 
lorfquc le Plan coupant EDF, eft parallèle à un des co- 
tez AC du Cône ou du triangle ABC -, D&eft nommée 
taxe de la parabole 5 D , fon fommet ,DL, Vabciffe , ou la 
coupée j IL , ou LH, Y appliquée , ou Y ordonnée à l’axe. 

6. La Seciion conique IDH , eft appellce, ellipfe , lorf- 
que le Plan coupant EDF, coupe les deux cotez AB , 
AC du Cône ou du triangle par l’axe, & n’eft point pa^ 
rallele à la bafe du Cône. La ligne Dd eft nommée Y axe, 

Iiij 


F1G.4S. 


Fl G. 49. 
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ou diamètre principal j le point K milieu de Dd, le centre \ 
la ligne y K R menée par le centre K perpendiculaire à 
Dd , l’axe, ou le diamètre conjugué à l'axe Dd j DL , l'ab- 
ciffe ou la coupée $ LI ou LH , l'ordonnée ou 1 "appliquée à 
l’axe Dd. j • 

Il peut arriver un cas où la Seclion eft un cercle, quoi- 
que le Plan coupant ne Toit point parallèle à la baie du 
Cône : mais cela ne fait rien à notre deflein. 

F i g. jo. y. La Sedion conique JDH, eftappellée hyperbole, lorll 
que le Plan coupant EDF, coupe auflî la iuperficie co- 
nique oppoféc , & y forme une autre hyperbole edf, op- 
poléeà la première, que l’on démontrera ailleurs lui être 
égale, & fcmblable ; Dd elt nommée l'axe déterminé de 
l’iiyperbole , ou des hyperboles oppofées * D, & d, le 
fommet de l’axe Dd -, DL , l'abciffe , ou la coupée ; LI , ou 
LH , l'appliquée $ ou l'ordonnée j le point K milieu de Dd, 
le centre. 

PROPOSITION I. 
Theorême. 

Fi g 4S 8- E N fuppofantles memes chofes que l’on a fuppofées dans 
la Figure où la courbe I D H eft une parabole ; outre cela, 
Ji on mené DO parallèle à BC , ou à M N -, (t on prend AP 
— DO, qu’on mene P Q parallèle à D O , ou 4 M N. 
Je dis que D L x PQ== L I*= LH'. 

Puifquc le Plan coupant EDF eft( n<>. j.) parallèle à 
AC , AP — DO lèra = LN j & ayant nommé les don- 
nées A O, b, DO , ou A P , ou LN , c-, P^pj&les 
inconnues DL , xi Sc LI , y. 

Il faut prôuver que px ( PQjn DL) —yy ( LI’). 

De’ MONSTRATION. 

LE* triangles femblables AOD , DLM , donnent AO 
' ( b).OD(c)::DL {x).LM = «: Or (n«. 4.) , & par 
la propriété du cercle ( LM x LN) ( L J*.) =yy : 
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mais la relîèmblance des triangles AOD , APQjLonnt b. 

{AO), c ( 0 D ) '.'.c{AP), p (PQJ 5 donc cc = bp. 
Mettant donc bp en la place de cc dans la première équa- 
tion, l'on aura px —yy. C. Q^F. D. 

D E* F I N I*T I O N. 

9. L A ligne PQj= p, eft appellée le paramétré de Taxe F 1 o. 48. 
de la parabole. 

PROPOSITION IL 

Theorême. 

10. fuppofant les mentes chofes que dans la Figure où Fie. 49.' 
la courbe I D H eft une eüipfe > & outre cela fi l'on divife 

D d par le milieu en K , & fi l’on mene S K T parallèle À 
MN, <$• VKR. parallèle a H 1 5 KN , fera la commune SeElïon 
de l' eüipfe , & d’un cercle SRTV, dont le diamètre eft ST, 

& qui eft coupé dans la fuperftcie Conique par un Plan pa- 
raüele à la bafe du Cône, ou au Plan du cercle M I N H , 
puifque H I eft ( n°. 4..) la commune Seïlion de ü eüipfe , & 
du cercle MINH. De forte que V & R feront dans la circon- 
férence du cercle SRTV , & dans celle de l’ellipfe. Cela pofè, 
je disque DL X Ld. LT :: DK*. KR\ 

Ayant nommé les données DK, ou Kd, a-, SK, gj 
K T , f-, KV, ou K R, b-, & les indéterminées K L , x j 
LI , ou L H , y \ DL fera a — x , & dL, a-\-x. 

Il faut démontrer que aa — xx (D L x Ld) . yy(LJ') 

:: aa ( DK' ) . bb(KR'). 

De' MONSTRATION. 

Les triangles femblables dKT, dLN, 8cKDS, LDM, 
donnent dK(a). KT (/) dL(a-hx). LN= 

a 

8C KD (a). K S (g) :: ZD (a—x)LM — 
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, . .f« , *tfg — ofgX -H âfg* — fgx* 

donc par la propriété du cercle 

. - , . . : aofk — fgxx 

( Z N X L M ) = yy (■£ J 1 ) , qui le réduit a —yy. 

mais fg — T K x K S = ( par la propriété du cercle ) 
KR l =xbb-, c’eft pourquoi mettant dans l’équation pré- 

4 aabb — bbxx 

ccdente pour fa fa valeur bb , l’on aura = yy > 

ÜA 

ou aa — xx — — d’où l’on tire aa — xx .yy: : aa . bb. 
bb' 

C. Q ^ F. D. 

Si Ton aVoit nommé DZ, x-, l’on auroit trouvé cette 
•xyy 

équation lax — xx — — . 

' PROPOSITION- III. 

« 

Theorême. 

i g. jo. II. E-W fappofant les memes chofes que l’on a fuppofces 
dans la Figure où la courbe IDH </ me hyperbole, & outre 
cela, fi t on dtvifc Dd par le milieu enK,& qu'ayant mené 
KTS parallèle à MN , on trouve une moyenne proportionnelle 
KR entre KS, & KT. Je dis que DL x Ld. LI 1 :: DK 1 . K R 1 . 

Ayant nommé les données KD , a ; KR, b-, K S , g-, 
KT,f j & les indéterminées KL, x-, LJ , ou IH, y -, 
Z D fera , x — a ; Sc Ld, x -b- a. 

De’ M O N S T RATION. 

LEs triangles femblables dKT , dLN , & DKS , DZM , 
donnent , dK (a). KT (/) : : dZ [x -t-a). LN — , 

• A 

& DK {a). KS (g) :: DL [x — a).ZM = flZ5. donc 

pfxX ■■■ AAfsE 

par la propriété du cercle {LM x LU) —yy 

r “ (LJ*). 
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{LJ'). L’on a auflî par la conftru&ion g ( KS ). h {KR) 
: : b. {KR ) ■ f{KT)- t donc gf=.bb -, c’cit pourquoi fi l’on 
met dans l’équation préceaente, en la place de g/ - fa va- 
leur bb, l’on aura =yy, ou xx — aa = —, 

aa " bb 

d’où l’on tire xx — aa . yy : : aa . bb. C. F. D. 

Si l’on avait nommé DL, x } l’on auroit eu cette équa- 

aayy * 

tion xax h- xx = — . 

bb 

De’ FINITION. 

11. La ligne VKR double de XÆ menée par K paral- 
lèle à JH , eft appellée l’axe conjugué à l’axe Dd. 

ij. Dans l’ellipfe & dans l’hyperbole, la troifiême 
proportionnelle à deux diamètres conjuguez quelconques, 
eft appellée le paramétré de celui qui occupe le premier 
lieu dans la proporcion. 

14. Suivant cette Définition, il eft aifé de déterminer 
le paramétré de l’axe Dd dans l’ellipfe , &*dans l’hyper- 
bole: car il n’y a qu’à prendre DP = xKT ; & la droite 
PQ^, parallèle à MN , qui rencontre le côté AB du cône 
en Q : fera le paramètre qu’on cherche: car, ayant nom- 
mé la ligne PQ^, p -, les triangles femblables DKS, DPQ^ 
donnent a { DK), g {KS) :: 2/ ( DP, ou iKT). p{PQ)j 
donc pa^=ifg-. mais ( n°. n, ) fg= bb ; donc pa = ibb y 
d’où l’on tire a. b :: ib. p, ou xa. xb :: xb . p, c’eft-à-dire 
Dd. RP a RP*. PCI- 

1 5. Puifque ( n°. 14.) a. b :: xb . p :: b . i p ; donc aa. 
bb :: a . - p :: xa . p-, donc aap = xabb ; donc — y -, 
c’eft pourquoi, fi l’on met dans les deux équations précé- 
dentes (no. 10, & 1 1,) au lieu de ~ fa valeur “j l’on aura 
aa — xx = & xx — aa — j d’où l’on tire aa 

xx , ou xx — aa. yy : : xa .p , c’eft-à-dire , DL x LD*. 
ZI‘ " Dd. PQ± 

4C 


Fig. 49; 
5 ° • 
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PROPOSITION IV. 

Theorême. 

Fig. ji. i G.La même hyperbole IDH , dont £ axe déterminé efi Dd , 
le centre K, le diamètre ou l'axe conjugué RV perpendicu- 
laire a Dd, une ordonnée IL parallèle a R V, étant mife fur 
un Plan. Je dis qu ayant fait au fommet D , D B d" DE 
parallèles , d" égales à K R, ou K V ; les lignes K B , K E 
menées du centre K par les points B , E , d" indéfiniment pro- 
longées , ne rencontreront jamais £ hyperbole , & quelles s'en 
approcheront de plus en plus à l’infini. , 

• De’ MONSTRATION. 

Ayant mené du Commet D , les droites DG, DO 
parallèles à KB, & à K £ ; du point I , les droites JM , I P 
parallèles aux mêmes KE, KB, & prolongé IL de part &c 
d’autre, en forte qu’elle rencontre AA StKEenC,&Fi 8c 
nommé, comme dans la propofitior* precedente, les don- 
nées DK, a * DB , ou DE, b-, KO, ou GD, ou KG , 
ou OD, qui font toutes égales, c 5 les indéterminées KL, 
x } LJ, ou LH, y, ÏP ou MK, f -, JM, ou P K , ^ 

Les triangles femblables KDB, KLC , donnent KD {a). 
DB(b) :: KL (*) . LC * donc JC = ~ — y & JP — V 
•Or y : car puifque ( conft. ) D B — D E , LC fera = LF -, 
& puifque ( n Q . 4., ) LJ — LH, JC fera = H F. De 
plus , les triangles femblables DBG, JCM , & DEO , 
JF P donnent, b ( DB) . c ( DG) — y ( JC ) , 
{JM), b ( D E) . c { DO ) :: 1 — -^-y{JF).fi{JP), 
d’où l’on tire ces deux équations bx^= — ty , 8c bf 
— ; iiï -t- cy : mais l’on a par la Propofition précédente xx 
— aa = -, c’eft pourquoi fi on fait évanouir x &c y , 

par le moyen de ces trois équations , l’on aura celle-ci- 
ft, — cc\ 
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— cy bf—^+cy 

A abzj—bcx — acy B abf = bcx acy 

acy — bcx — abt^= abf — bcx = acy 
dir. pu b. ex — az^~af— ex, ou 

z ex — af-b- a ou 

Cx = ‘^- donc 


7 ) 

xx — aa?=. 

D bbxx — aabb — aayy 


donc joignant C Si E on a 
af-l~az abfsxacv Di». p»r « 

■ ■ = * mule, par »c 

^ bc . on a iranfp. 

~*<7 


XX ===== 


aj/ -h -f - *«zg 

4 « 




icy — bf — bz^ ou 

bf- bz 

y = donc 


yy 


bbjf — i bbfz*b-bbzz 


4 « 


fubftituant les valeurs de xx & yy dans D , on-aura 


<m/7'4- zaafz -f- taxa. X bb aa X bbjf— tbbfz -+- bbzz 

— aabb = 

4 « 4 « 

divifant tout par aabb après avoir multiplié par 40- on aura 
/-H 4« qui le réduit à 4/^ 

= 4rr Q\xfzj=cc\ c’eft-à-dire, PI « /Af = AG x 6D, 
qui fait voir que f, ou PI, ou MK croidànr, ou MI 
diminue; ce qui peut aller à l’infini. * Et comme f^, ou 
J*I x IM , doit toujours être = KG x GD ; il fuit que 
quelque grande que l’on fuppofe f, ou PI , ou KM, il 
faut que MI ait encore quelque longueur } & partant KM 

ne rencontrera jamais l’hyperbole IDH. C. Q^F. D. 

* \ % , . 

D E* F I N I T I O N. 

;nes KC, & KF font nommées afymytcs de I’hy- 
COROLLAIRE. 

T . ‘ 

1 L eft clair que tous les parallélogrammes , comme 
KIMP 3 font égaux entr’eux , 6 c au parallélogramme 

K ij 


LEs li| 

perbole. 
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'•» , . KGBO ,e n quelqu’endroit de l’hyperbole que l’on pren- 

ne le point I. 

PROPOSITION V. 
Theorême. 

Fig. jz. 17. SojT AB une fupcrficie cylindrique coupée par un Plan 
A B qui paffc par l'axe du cylindre. Je dis que fi l'on coupe la fu- 
pcrficie cylindrique par un autre Plan dIDHd perpendiculaire 
au Plan AB, incliné à F axe du cylindre fia commune Scélion 
dIDHd de ce Plan , & de la fupcrficie cylindrique , fera une 
ellipfe. 

De’ m o n» s t rat* ion. 

A Y an t divifé Bd qui eft la commune Section des Plans 
yîB , & dIBHd par milieu en K , & pris librement un point 
Z fur la même Bd ; fi l’on fuppofe la fuperficie cylindri- 
. que coupée par deux Plans parallèles entr’cux , & perpen- 
diculaires à l’axe du cylindre, qui paficnc par les points 
. K &cZ, les communes Seûions S PT R , MH NI de ces 
deux Plans, avec la fuperficie cylindrique , feront deux cer- 
cles dont les communes Se&ions PKR , HZ 1 , avec le 
Plan dIBHd, feront perpendiculaires à Bd, à ST , & à 
MN> & dont les communes Serions ST , MN , avec le 
Plan j4B, : font les diamètres ; d'où il fuit que KP=KR , 
&c ZH— ZI , & que le point K qui divife Bd par le mi- 
lieu ; divife de même ST i &c partant le point K eft le cen- 
tre du cercle SPT . 

Ayant donc nommé les données KB , ou Kd, a j SK , 
ou KT , ou KR , ou KP , b ; & les indéterminées KZ , x ; 
ZI , y j B Z fera a •+• x , Sc Zd a — x. 

Les triangles femblables i)KS , BZM donnent BK 

[a). KS [b) :: Z)Z (*-*-*). ZM = ** . Pareille- 

û 

ment les triangles femblables dKT , dZN donnent dK 
la) . KT {b) r. dZ (a—x) . ZN = ** ~~ . Mais à 

I * n 


t 
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caufe du cercle MIN , ML x LN == LI ' , c'eft-à-dire en 
t jdfift bbxx 

termes Algébriques = yy > ou ^ — xat = 

— j & comme cette équation eft la même que la precedente 
bb 

( n°. io ). 11 fuit que la courbe dIDHd , eft une ellipfe. 

C. Q^F. D. 

PROPOSITION VI. 

Theorême. 

1 8 . S I le! bafes des fuperficies coniques ; & par confequent les Fie. 
courbes IMH , qui font les communes Sections des mêmes fu- +9, 5 
perfides coniques par des Flans parallèles aux bafes , ont cette 
propriété qu'une puiffance quelconque de leurs appliquées LH, 
ou LI , fait égale au produit de deux puiffances de LM , (ÿ* 

LN, telles que la fomme de leurs expo fans , fait = à I expo- 
fiant de la puiffance de LI , c'cft-à-aire par exemple , que 

LI P ~* _? = LM* > x LN ? , ou LM* x LN P . Je dis que les 
Se fiions coniques IDH , telles que nous les avons définies 
( n 9 . y , 6 , & font de même genre que les courbes IMH. 

En donnant aux lignes les mêmes noms qu’on leur a 
données (n°. 8 , 10, & n ) ; & faifanc p -s~ q = m,p &c q, 
lignifient tels nombres qu’on voudra entiers ou rompus. 

Soit premièrement le Plan coupant EDF parallèle à 
a 4 C. Il faut prouver que la courbe IDH , eft une para- 
bole du même genre que la courbe IMH. 

De’monstaati on. 

L » ex 

’O N trouvera, comme on a fait ( n°. 8. ) LM — — } 

b 

r tFxP 

donc LM = LN — DO a ete nommee c t donc 

b Ÿ 

Z?/* 1 — c ' 1 : mais par la propriété de la courbe IMH , 

LM t x LN h =Z/ m ,c’eft- à-dire, en termes Algébriques, 

K iij 
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S PjpP * 

j ■■ = y™, qui eft une équation à une parabole du mê- 

b . 

me genre que la courbe JMH , puifque l’inconnue^ , donc 
l’expofânt eft plus grand que celui de x , eft élevée à la 
même puiflance que LJ —y , dans l’équation à la courbe 
IM H. C.Q.F.D. 

Ce fera la même Démonftration pour l’ellipfe & pour 
l’hyperbole , & pour la Seâion du cylindre. 

M' De la Hire qui eft le feul que je fçache qui a parlé 
de ces courbes , les appelle cercles du fécond , troifiéme, 
quatrième, cinquième genre , &c. 

Si dans l’cquation précédente LJ m = zM r x LN* , 
on fait p = i j &c tj = i , ou p = i , £cq — i ; m—p-\-q 
fera = 3 , &c l’équation deviendra LI' — LM 1 x LN , 
ou Ll' — LM x LN 1 , & la courbe JMH , fera un 
cercle du fécond genre. 

Dans la même fuppofition de/»==i,&^==i, l’équa- 


tion 




—y m y devient — y f qui eft du même 

degré que celle de la courbe JMH , & qui appartient par 
confequenc à une parabole du fécond genre , qu’on ap- 
pelle fécondé parabole cubique. 

Si p — i , & q= i , rcquation — __ —y m deviendra 

b 

y } qui fe rapporte encore à une parabole du fe- 

b 

cond genre , qu’on appelle première parabole cubique. Il en 
eft ainfi des autres. 


Remarque. 

19 O N détermineroît avec la même facilité la natu- 
re, Sc le genre de la courbe IDH , dans le Cône , & 
dans le Cylindre ; fi la courbe IMH , dont le Plan eft 
parallèle à la baie BC , étoit une Seétion conique d’un 
genre quelconque. Et en general , la nature de la cour- 
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be IMH étant donnée , on déterminera aifément la na- 
ture de la courbe IDH > 8c au contraire De forte 
qu’il n’y a point de courbe que l’on ne puiflc confidcrer 
comme la Section d’une efpece de Cane ou de Cylin- 
dre, fie déterminer par Ton moyen la nature de la courbe 
fMH parallèle à la bafe de ce Cône , 8c de ce Cylin- 
dre ; ou bien qu’il n’y a point de courbe, que l’on ne puif- 
fe fuppofer être la bafe d’un Cône , ou d’un Cylindre, fie 
déterminer par fon moyen la nature des Sections de ce 
Cône, 8c de ce Cylindre. De maniéré qu’on peut avoir 
non feulement une infinité de genres de Sections coniques, 
mais encore une infinité d'efpeces dans chaque genre, ex- 
cepté dans le premier, qui ne renferme que quatre cour- 
bes, comme on a déjà remarqué. 

On s’eft contenté de démontrer dans le Cône, la prin- 
cipale propriété des Seâions coniques du premier genre, 
attendu qu’on en va démontrer dans les trois Serions fui. 
vantes, toutes les proprietez neccflàires pour 1 Application 
de l’Algebre à la Geometrie , en les décrivant par des 
points crouvez fur des Plans. On ne les a même consi- 
dérées dans le Cône que parcequ’elles y orit pris leur ori- 
gine, fie leur nom, pour faire voir que celles qu’on décrit 
fur des Plans, font précifémenc les mêmes que celles qu’on 
coupe dans le Conc * 8c qu’on peut par confequent leur 
donner les mêmes noms. 
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SECTION V. 

Où l’on démontre les principales propriété z. de la 
Parabole décrite par des points trouve-^ * 

fur un Plan. 

PROPOSITION I. • 

Theorême. 

Fig. jj. X. T T JV E ligne droite DFP, (fi deux points fixes D, 
(fi F fur cette ligne , étant donnez, de pofition fur 
un Plan. Je dis que fi l’on mené librement la ligne MPm , 
perpendiculaire à DFPi (fi fi du centre F , fi du rayon DP, 
l'on décrit un cercle ; il coupera la perpendiculaire MPm , 
en deux points M (fi m > qui feront à une Parabole. 

De’ MONSTRATION. 

Il e(l clair qu’ayant divifé DF par le milieu en A , le 
cercle décrit du centre F , & du rayon DA, touchera 
en A , la perpendiculaire menée par le point A, & ne 
rencontrera point celles qui feroient menées au-dellùs 
de A par raport à F : mais qu’il coupera en deux points 
toutes celles qui feront menées au-deilous de A , comme 
MPm ; d’où il fuit que la courbe qui pâlie par les points 
M, m tropvez, comme on vient de dire, pallè aulli par 
le point A. 

Ayant mené F M, & nommé les données , ou con- 
fiantes AF, ou AD, a j & les indéterminées, ou varia- 
bles AP, xi PM ,y -, F P fera x — a, ou a — x ; & FM, 
OU DP, XOr-a. 

Le triangle rectangle F PM donne xx — îax -+-aa-+- 
yy=aa-(- iax-*-xx , qui le réduit à 4 ax—yy, ou(enfai- 
lant 4 a = p) px=yy. Or comme cette équation eft la 
même que celle de l’article n°. 8 j il fuit que la courbe 

MAm, 


# 
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MAm, eft une parabole, dont le paramétré eft / = 4 a 
= a^AF = iFD. C.Q^F.D. 

L’équation px *=yy peut être réfolue par le cercle. Car F 1 c. 54. 
ayant mené une ligne AB indéfinie, fi vous prenez AD 
= p -, & que d’un point quelconque C pris fur AB,bc du • 
rayon CA , vous décriviez le cercle A EG , qu’enfin du 
point D , vous meniez la perpendiculaire DE, cette ligne 
DE —y & DB — x. Car par la propriété du cercle AD 

x DS — D E. Or AD—p. Donc AD x DB=px, & 

ED — yy, C’eft-à-dire que DB — x & ED=jr. Mais 
comme le rayon CA du cercle peut augmenter à l’infini , 
x &c y augmenteront à l’infini ; 5 c x augmentant, y aug- 
mentera. 

Corollaire I. , 

..Il eft évident que xFD . P M'a PM. AP :car l’équa- Fi G> ^ j; 
tion a^x — yy, étant réduitq en analogie, donne 4 a. 
y::y.x. 

Corollaire II. 

1 I L eft clair que fi l’on mene par D la ligne ED parai- F 1 c. 5 j; 
lele à PM, & par les points M ,m qui font communs à la 
parabole & à la perpendiculaire MPm, les droites ME, 
me parallèles à PD, elles feront égales entr’elles, à PD, 

& à FM , & que les parties PM, Pin de la perpendi- 
culaire MPm , feront auffi égales. 

De’ FINITION s. 

3. La ligne AP eft nommée l'axe de la parabole -, A, f ig . 
le fommet de l’axe , ou de la parabole 5 PM, ou Pm 
l’appliquée ou l'ordonnée > AP , l’abcijfe ou la coupée ; F, 
le foyer > D, le point générateur ; Ee , la ligne génératrice » 

AB, quadruple de A F , ou de AD , ïe paramétré de 
l’axe. 

L 
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Corollaire III. 

4. L’On voie par l'équation precedente 4 ax =yy que 
x croifiant^ croît aufli ■> & qu'ainfi la parabole s’éloigne 
. Toujours de plus en plus de Ton axe à mefure que le point 
P s'éloigne du Commet A , & que cela peut aller à l’in* 
fini : car il n'y a rien dans l’équation qui empêche d’aug- 
menter x à l’infini. 

• 

Corollaire IV. 

5D0 ù il fuit que les lignes comme EM meneés pa- 
rallèles à AP pafiène au-dedans de la parabole étant 
prolongées vers R , Sc ne la rencontrent qu'en un feul 
point M. 

Corollaire V. 

6. S I dans l’équation 4 ax=yy, l’on fait a, le point 

P tombera en i 7 , & l’on aura q^ta—yyi donc 1 x=y-, 
c’cft-à-dire que l’appliquée FO qui part du foyer eft égale 
à la moitié du paramétré} &; fi l’on fait x = 4^ J T’on 
aura 1 Gau =yy , ou 4 u=y , c’eft-à-dirc que AP , & 
PM feront chacune égale au paramétré. 

Corollaire VI. 

7 . 1 L eft manifefte que la quantité confiante qui accom- 
pagne l’inconnue ou l’indéterminée qui n’a qu’une dimen- 
lîon dans un des membres de l'équation, eft l’expreffion 
du paramètre de l’axe de la parabole , lorfque le quarré 
de l’autre indéterminée eft feul dans l’autre membre : par 
exemple dans cette équation ~ -yy-, 7 eft l’expreflion 
du paramétré de l’axe delà parabole dont l’abciflè eft 
& l’appliquée^. 
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PROPOSITION IL 
Theorême. 

8. LeS quanta des ordonnées PM, QN font entr'eux Fi*. jj; 
comme les abcijfes corref pondante s A P , A Q. 

Ayant nomme comme dans la Propofition précédente 
AB , qa > AP, x i PM , y i & AQ^, fi QN" 

Il faut prouver que PM 1 {yy ) . Qfil 1 ( tyO : s AP ( x ) • • 

AQSf). 

De’mONSTRATIO'N. 

L’On a par la Propofition precedente ^ax — yy , & 

4 af=s=^ donc yy. : t\ax. q.af\ : x . f. Ç. Çf_F> D~ 

PROPOSITION III. 

Theorême. 

9- L FS mêmes chofos étant toujours foppofoes, Je dis que , 
fi d'un point quelconque m fris fur la parabole , on mene me 
parallèle à PA , qui rencontrera la génératrice en e , & par 
le fommet A , la droite AC parallèle à De qui rencontrera em 
en C , le cercle mie décrit for le diamètre me coupera AC 
par le milieu en I. 

Ayant nomme la donnée AD , ou eC , a ; & les indé- 
terminées AP , ou Cm, x i Pm , ou AC, y i Sc CJ , f. 

Il faut prouver que Cl (f) = — AC ( —y ^ . 

De’ MONSTRATION. 

L’On a par la première propofition qax =yy par 
la propriété du cercle ax ( eC x Cm ) = ff { CH ) > ou 

4 ax =s= 4 ffi donc y = x f> °*—y =/* C * Q- F ' 

L ij 
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PROPOSITION IV. 
Theorême. 

F i c. jj. io. E 2 V fuppofant encore les memes chofes ,ji ton prend AG , 
menée par le fommet A parallèle aux appliquées PM , pour 
l’axe de la parabole , & GM parallèle à AP , pour l’appli- 
quée , en nommant AG ou PM, x ; GM,»» AP , y -, tjr le 
9 paramétré 4AF , 4a. Je dis que 4AF x GM = AG \ 

De’ MONSTRATION. 

L’On a par la première Propofition 4 ay — xx. C. j£. 
F. D. 

L’on n’a mis ici cette Propofition que pour faire voir 
qu’il eft indiffèrent de prendre celui qu’on voudra des 
deux axes conjuguez pour l’abciflê , & l’autre pour l’ap- 
pliquée ; ce qui convient à toutes les courbes Géométri- 
ques, où les deux indéterminées forment toujours un pa- 
rallélogramme que nous avons nommé (art. 3. n®. 16. ) le 
parallélogramme des coordonnées. 

PROPOSITION V. 
Problème. 

* 11. U N E équation à la parabole , bx = yy , étant don- 

née , décrire la parabole , lorfque les coordonnées [ont perpen- 
diculaires l’une à l’autre. 

b , étant ( n°. 7. ) le paramétré 5 x , l’abcifTe } 8 c y , l’ap- 
pliquée de la parabole qu’il faut décrire , comme il eft 
démontré dans la première Propofition. 

Soit A le commencement de x , qui va vers P ; 8 c dey 
qui va vers B , ayant pris AB — b , 8 c prolongé AB du 

côté de A j on fera AF , 8 c AD chacune égale à — b 

4 
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<= — A B , & l’on décrira une parabole A M par la 

première Propofîcion qui fatisfera au Problème , & dont 
A fera le fommet , F le foyer , 8c D le point générateur. 

De’ MO NSTRATION. 

A.Yant mené une ordonnée quelconque FM', AF 
étant , — b 5 AP, xi PM, y ; F P , fera x — —b, ou 

1 4 4 

— ^ — x j & FM = PD ( n 3 . 1. ) , x h — - b. Et le trian- 
4 * , 

gle re&angle F PM donnera xx -r- — . bx ■+ — bb == xx 

1 \6 

bx ■+■ -i bb -t -yy qui fe réduit à bx = yy. C. F. D. 

R E M A R E. 

II. Si l’on avoit nommé (Prop. 1.) DP, x i ScDF ai 
l’on auroit trouvé zax —aa =yy ; & fi p on avoir nom. 
mé F P , x ; & DF , a ; l’on auroit trouvé zax ■+■ aa =yy. 

Ce qui fait voir que lorfqu’une équation à la parabole a 
plus de deux termes, l’origine des inconnues n’eft point 
au fommet de l’axe. r 

PROPOSITION VI. 

problème. 

X I. U N E parabole AM , dont l’axe eft AP , le fommet A , p , . , 
le foyer F , le point générateur D , & la ligne génératrice ’ ‘ îî ’ 
EDH , étant donnée. On prvpofe de mener d'un point quel- 
conque M , donné fur la parabole , la tangente MT. 

Ayant mené par le point donné M la droite MH pa- 
rallèle à l’axe AP , & joint les points F , H -, la K"ne 
MOT menée du poiftt M par le point 0 milieu de F H , 
fera la tangente cherchée. 
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De' MONSTRATION. 

P U i s QjJ e ( Art. i o. n°. z . ) MF 3= MH , fie que F H 
eft coupée par le milieu en 0 i la ligne MO eft perpendi- 
culaire à F H ; c’eft pourquoi fi l’on prend fur MO pro- 
longée ou non prolongée un point quelconque , d’où l’on 
roene GF , St GH , & GJ parallèle ï AP , le triangle 
FGH fera ifofcele : mais à caufe de l'angle droit G JH , 
GH furpaflfe G J ; c’eft pourquoi GF furpaflè auffi G J ; fie 
par conlequent le point G eft hors de la parabole , 8t par- 
tant MO ne la rencontre qu’au point M , où elle la tou- 
che. C. F. D. 

On peut ajouter pour confirmer cette Démonftration , 
que fi d'un point quelconque R pris au dedans de la pa- 
rabole , on mene RF du point R au foyer, fie RH pa- 
rallèle à AP qui rencontre la parabole en M , fit la ge- 
neratricecn H , la ligne RH furpaflèra toujours RF : car 
ayant mené MF % elle fera ( Art. 10. nu. 1. ) ==3= MH : 
mais RM ■+- MF furpalTent RF j fie partant RH furpaf- 
fè RF j c’eft pourquoi puifque GF furpaflè GJ , le point 
G eft hors de la parabole. On ne peut pas dire que le 
poinc G foit fur la parabole : car GF ( = GH) feroic= G J. 


Corollaire I.. 

1 . X L eft clair que MO prolongée rencontre l’axe AP 
aulfi prolongé en T : €àr l’angle FOT eft droit , fit l’an- 
gle OFT aigu. 


Corollaire 


z. S i l’on prolonge HM vers R , fit la tangente MO 
du côté de M vers S i l’angle RM S fera égal à l’angle 
OMF = OMH. 

Corollaire III. 

j D ’ O u il fuit par les loix de la Catoptriqve que fi le 
foyer F étoit un poinc lumineux , les rayons réfléchis à 
la rencontre de la parabole feroient parallèles à l’axe j 
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ou ce qui eft la même chofe, les rayons parallèles à Taxe 
venant d’un point lumineux infiniment éloigné , fe re- 
fléchiflâne à la rencontre de la parabole , leurs réfléchis 
paflèroient tous au foyer F. 

proposition vil 

Theorême. 

4. E N~ fuppofant la mime chofe que dans la Propofition pre- 
cedente. Je dis que , fi l’on mene par le point touchant M , la 
droite MQ parallèle à HF , qui rencontrera l’fce AP en Q, 
la partie de l'axe P comprife entre le point Q^, & l’or- 
donnée PM qui part du point M , fera égale à la moitié dit 
paramétré de l’axe de la parabole. 

» • 

DE* MONSTRATION. 

A Caufe des parallèles Fi F , MQ^, & HM , FQ^, les 
triangles MPQ^, HDF font femblables 8c égaux - } c’eft 
pourquoi PQ^j= DF **= ( Prop. t. ) à la moitié du para, 
métré de l’axe. 

D e’ F 1 n 1 t 1 o N. 

5. L A ligne PT eft nommée foutangehte , M (^perpendi- 
culaire j 8C PQ^j [eupcrpendicnlaire , OU founormalc. 

PROPOSITION VIII. 

Theoréme. 

6. L E S chofe s demeurant dans le meme état que dans la 
Propofition precedente. Je dis que la foutangente P T efi dou- 
ble de l'abcijfe A P, comprife entre le fomruet A & ( ordonnée 
P M qui part du point touchant M. 

Ayant nommé comme dans la première Propofition les 
données AF, ou AD, a-, PQJ,n°. 5.) ia -, 8c les varia- 
bles AP, x j P M , y 5 PT, t. 

Il faut prouver que t — ix. 
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De’ MONSTRATION. 

L’ANgle TOT étant ( Prop. 6.) droit, l’angle QMT 
( n°. 4. ) fera aufli droit } c’eft pourquoi ia (QJ?) .y (P M) 
:: y. donc 1 at—yy : Mais ( Prop. 1.) 4 ax—yy-, 

donc iat = 4** -, & partant t — ix. C. Q^F. D. 

7. Cette Propofition fournit un moyen aifé de mener 
une tangente à la parabole s car fi d’un point quelconque 

M, on mene l’ordonnée MP perpendiculaire à l’axe 
AP j ayant fait AT = A P , la ligne MT fera la tan- 
gente cherchée. 

PROPOSITION IX. 
Tljeorême. m 

F 10 . j 6. 8. U NE far aboie A M dont AP ^ P axe ; A le fommet ; 
F, le foyer ; D, le point générateur ; D E , la ligne génératrice. 
Si par un point quelconque M pris fur la parabole , on mene 
( n°. 7. } la tangente M T , & par quelqu’ autre point L , la 
ligne LG parallèle à la tangente MT. Je dis que la ligne 
M R menée par le point touchant M parallèle d l'axe AP, 
coupera G L par le milieu en O. 

Ayant mené par les points L, M, 0 , & G. Les lignes 
B LI qui rencontrent MR prolongée en I, MP, OC, 
&GAS perpendiculaires à l’axe AP, & nommé AF, ou 

AD, a ; le paramétré de l’axe fera ( Art. 1 o.) 4^ = 4 AF -, 
AP, x 5 PM 5 ou BJ , ou SR, y ; AC, m-, BC, ou 10 , 
f-, CS, ou OR, 5^; AB fera, m — f-, AS , m-t-g^-, CI 
ou OM, m — x-, & PT (n°. 6 .), ix. 

Il faut prouver que O G = 0 L, ou ce qui revient au 
même OR — 01 , ou f—x^ 

De’mons.t ration. 

Le s triangles fëmblables ( Conft. ) T PM, ORG , 01 L, 
donnent les deux Analogies fuivantes. 

TP. 
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TP(ix). PM (y) :: OR(zJ. RG = ^, & 

IX i 

TP(ix). PM (;)::07(/)./Z = ^j donc $G 
— / •+" — , &■ B Z —y — — : mais ( Art. io. n°. 8.) 

iX IX 

x ( AP) • m ■+• ( A S ) : :yy ( PM 1 )-yy-t- 1 yyt.'+-yy%s, 

IX +XX 

(SG 1 ). & x ( AP), m — f(AB) :\yy (PM 1 ), yy 
Vyf ’+yylf ( ) » d’où l’on tire ces deux équations 

IX 4J SX •’*' 

A . myy xyy 4 - ixyy^-n- xyyx\, & 

UP 4XX 

• m yy —yyf ’== — * x yyf •+• *yyIF> & ôtant le pre-; 

uc 4 ** 

mier membre de la féconde équation B du premier mem- 
bre de la première A, & le fécond de la fécondé du fé- 
cond de la première, l’on a yyz.-^-yyf= ixyy^ xxyyf 

XX 

•*- xyyzs — xyyJF> d’où l’on tire z^—f, ou OR= OU 

iXX 

donc 02 = OG. C.Q^F.D. 

Il peut arriver difïèrens cas: car le point O s’éloignant 
de M, le point L tombera en A , ou de l’autre côté 
de A par raport â M : mais on le prouvera toujours de 
la même maniéré que *.=/, OG = OL s c’eft pourquoi 
la Propofition eft généralement vraye. 

D e’ F I N i t i o n $. 

9 - La ligne MR parallèle à l’axe AP efl: appellée Fig. <c. 
diamètre y parcequ’elle coupe toutes les G L par le milieu 
en 0 j le point M, \efommet du diamètre MR-, MO 

M 
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Yabfciffe , ou coupée ; O L , ou OG , Y ordonné e , ou Y appli- 
quée à ce diamètre. 

PROPOSITION X. 
Theorême. 

10. E^ fuppofant les mêmes chofes que dans la Proportion 
précédente. Je dis que le quarrê d'une ordonnée quelconque 
O L , ou O G au diamètre MR, ejl égal au reliante de 
l'abfciffc MO par 4MF , ou ( Art. xo. n°. 1. ), ayant prolongé 
OM en H , par 4MH. 

Ayant nommé l’abfciflè MO, t-, l’ordonnée OZ, ou 
OG, «; MF, ou MH, b-, & les aucres lignes comme 
dans ia Propofition précédente. 

Il faut prouver que 4 bt — uu,{ \MF x MO — OG 1 ) . 

De’ MONSTRATION. 

S I l’on ajoute les deux premiers & les deux féconds mem- 
bres des deux équations A & B de la Propofition pré- 
cédente , après avoir mis ^ en la place de f } puii'que 

( Prop. preced. ) z^= f 5 1 on aura imyy = îxyy -t* , 

ou apmx — 4-xx, ou zp^=4.tx, en mettant t pour 
m — x — PC — MO : mais le triangle re&angle ORG , 

ou OÏL donne zr{OR 1 ) ■+■ — {RG 1 . Prop. préced. ) 

-fX.V 

as uu ( O G 1 , ou O Z 1 ), qui devient 4 tx -+- 4 at = uu en 
mettant pour z^_ la valeur 4 tx , & pour y y fa valeur 
( Prop. 1 . ) 4 ax : mais x -t-a — PD — MF — MH — b ; 
donc en lubftituant b en la place de xara dans l’équa- 
tion précédente, elle deviendra 4 bt — uu , ou 4 MF x MO 
— OG 1 . C. Q. F. D. 

D e’ F I N I T I O N S. 

11. La ligne égale à \b ~/\.AIF — 4 MH eft nommée 
le paramétré du diamecre M 0 . 


* 
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PROPOSITION XI. 

♦ 

Theorême. 

il. U N E équation à la paraboh ( ax = y y ) dont les co- 
ordonnées x & y ne font feint perpendiculaires , étant donnée , 
deefire la parabole. 

Soit M le fommec du diamètre MO , dont le parame- p , G ^ 
tre dfc a, èc l’origine des variables x, qui va vers O, ôcy 
qui va vers K en faifant avec MO l’angle oblique OMK. 

II faut décrire par M la parabole ZM G dont l'équation 
eft ax —yy- 

Ayant prolongé OM & pris MH — ^<r = ( Prop, 
prcced. ) au quart du paramétré du diamètre M 0 , on 
mènera par H la droite H E perpendiculaire à H O , 
qui fera ( Prop. préced, ) la ligne génératrice -, & ayant 
fait l’angle KME — l’angle KMH , pris ME =sMM 
& mené par F la ligne ED parallèle à MO qui coupera 
la génératrice HE on D. Par la Propofition précéden- 
te, &c par la fixiême , E fera le foyer; ED } l'axe -, D le 
point générateur, & A milieu de ED le fommec de l’axe 
de la parabole qu’il faut décrire. On la décrira par la pre- 
mière Propofition. 

De’ MONSTRATION. 

EltE eft claire par la Propofition precedente , & par 
la fixiême. 
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SECTION VI. 

Oit l'on démontre les principales propriété de 
l'Ellipfè décrite far des points trouve % 
fur un Plan. 

PROPOSITION I. 
Theorême. 

Fie. jS. X II. T T ligne droite AB , divifee par le milieu enC , 
IJ & deux points fixes F , G également difians du 
milieu C , ou des extrémité tg A (jr B , étant donnée de gran- 
deur & de pofition j fi l'on prend entre F & G un point quel- 
conque H , & que du centre le & du rayon AH ; du centre G 
£>' du rayon B H , l’on décrive deux cercles j ces deux cercles 
fe couperont en deux points M , m de part & d’autre de la 
ligne AB ; puifque leurs demi diamètres furpaffent FH HG. 

Et je dis que les points M (ÿ* ip , & tous ceux qui feront trou- 
vez^ de la mime maniéré , en prenant d'autres points H , fe- 
ront à une Ellipfc dont C cft le centre , AB le grand axe , DE 
l'axe conjugué à l’axe AB , qui cft double de la moyenne propor- 
tionnelle entre AF <ÿ-F3, ou ÀG & G B. 

•De’ MONSTRATION. 

D 'U N des points M , trouvez comme on vient de di- 
re , ayant abbailfé la perpendiculaire MP , mené FM 
& G M , & nommé les données AC , ou CB , a i FC, 
ou CG, c -, & les indéterminées CP , xi PM , yi AP 
fera., a — X i PB,a-\rx ; F P , c — rou,r — c;ScPG,c-t-x. 

Il eft clair par la delcription que FM -h MG = AB 
— ia -, puifque FM — AH , & MG = H B ; nommant 
donc la différence de F M ,ét MG , i fi F M fera a — f 
& MG, a-*- fi Cela pofé. 
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Les triangles redanglcs F PM, GPM donneront, 
cc — 1 ex -+- xx ■+■ yy — aa — 1 af ■+■ jf, 8c 
ce •+• 2 ex -+- xx -+- yy — aa -h 2 af -*•{[, 8c en ôtant la pre- 
mière de la fécondé , le premier membre du premier 8c 
le fécond du fécond , l’on aura 4 ex = 4 af, d’où l’on tire 

mettant cette valeur de f , 8c celle de fon 

a 

quarré ^dans l’une des deux premières équations, l'on 

CCXX % 

aura cc — 1 ex -t- xx yy = tta — icx h , d'ou l’on 

aa 

tire en réduifant , tranlpofant , 8c divifant par aa — cc , 


aa — xx — 


aa yy 

aa — -cc 


Mais lorfque le point P tombe en C , PM (y) de- 
vient CD , Cc ( x ) devient nulle , ou = o ; c’eft pour- 

aayy 

quoi en cfïàçant le terme xx , l’on a aa = , ou aa 

— cc — yy — CD 1 , 8c partant^ = +■ CD : nommant 
donc CD , b i l’on a , aa — cc—bb ; d’où l’on tire a — c 
{AF), b {CD):-, b {CD). a + c{ F P ). Qui efl: une des 
choies qu'il faloit démontrer. Or mettant bb dans l’é- 


aayy 

quation aa — xx = en la place de aa — cc l’on 

a , aa — xx = — — . Et comme cette équation eft la 
bb 

même que celle qu’on a trouvée ( Art. 9. n=>. io. ) il fuit 
que la courbe ADJBE efl: une Ellipfe. Ce qui eft une des 
autres choies propofées. 

Si dans l’équation aa — xx = , l’on faity = o, l’on 

aura xx — aa ; donc x = +■ a , ce qui fait voir que l’El- 
lipfe pafle par les points A 6c i?. Et en faifant x — o l’on 
a trouvé^ = +■ CD qui montre que l’Ellipfc AM paflè 
aullî par les points D 8c £ , en faifant CE — CD i c’eft; 

M ii] 


JJT AfFLTCATlON DE L'AlGÏÎRE * 
pourquoi ( Art 9. n°. 6. ) eft le diamètre principal de 
[’Ellipfc ; D £ Ton axe conjugé , fie C le centre. Ce qu’il 
faloit enfin démontrer. 

On peut refoudre cette équation aa — xx = J uyy par 
le cercle. Mais il faut la changer en celle-ci aa — cc = 

■ Myy .~ , puis faire cette analogie , B. a •+■ x.y : :y . 

44 — xx a -+- x 

= ^, fie l’on aura aa — cc = -îü. . On fera enfuite cette 

a—~c 

. • ûü 

autre analogie y D. a — x, ai: a = u , & l’on aura 

% a—* 

aa — cc — zu. 

Fig. 59. Pour trouver toutes les inconnues, u, x,y , z^, 10. d’un 
rayon qui ne foit pas moindre que la moitié à! AB = 1a 
décrivez le cercle ABG , inferivez-y la corde AB = ia y 
fur laquelle vous prendrez AJD= a ■+• c , fie DB — a — c 
par le point D menez une autre corde EG. Et parce que 
dans l’analogie D , a eft plus petit que u, il faut prendre 
D G — » plus grand que | AB. 

# A préfent pour avoir x, à caufc de l’analogie D , on aura 

au — xu — aa , ou , au — aa = ux ; ainn nous aurons 
cette analogie E . u . a :: a . x. On trouvera x en faifanc 
* T 1 g. 60. l’angle CAF , 8e prenant AF — u , B F — u — a , AC 
— a , les parallèles CF 8e BD menées, donnent DC=x. 

F 1 g. 61. Enfin pour avoir^ , menez , à caufe de l’analogie B , la 
ligne AB, fur laquelle vous prendrez A D = a •+• x 
( AK ■+• DC ) , DB = : De C milieu de AE , 8c de l’in- 
tervalle AC ou CB , décrivez le demi cercle AZB , la 
perpendiculaire D L —y. 

D e’ P 1 n 1 t 1 o N s. 

F, c. 58. i* Les points F 8e G font nommez les foyers de l’Ellfp- 
fe ; CB , Vabctffe , ou coupée , 8e PM , ou Pm V ordonnée, ou 
Y appliquée à l’axe AB. 
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Corollaire I. 

1. 1 L eft clair que les lignes JM , GM menées des foyers 
à la (ÿrconference de l’Ellipfe fonc , par la defcription , 
enfêmble égales à l’axe AB , & que PM — Pm. 

Corollaire IL 

3. X L eft aufli évident que le reétangle des deux parties 
, PB ou AG , G B de l’axe AB faites par un des foyers 
F , ou G j eft égal au quarré du demi axe conjugué DC: 
car dans la Démonftration precedente l’on a trouvé 
aa — cc = CD 1 . Or aa — ce — a c x a — c } AF x 
F B — CD 1 . 

Corollaire III. 

4.0 N voit par les termes de l’cquation aa — xx =. 

— — , & par les lignes & — qui les précèdent que x 
bb 

croiflant,^ diminue : car plus x devient grande , plus aa 
— xx diminue , & par confequent aufli yy s puilque les 
quantitez confiantes **<* , £c bb demeurent toujours de mê- 
me grandeur ; ce qui fait voir que les points M & m de 
l’Ellipfe, s’approchent d’autant plus de l’axe AB , que le 
point P s’éloigne de C. On voit aufli que l’on ne peut au- 
gmenter x que jufqu’à ce qu’elle devienne — a ; auquel 
cas aa — xx devient — aa — aa = o ; & par confe- 
quent aufli y = o,ce qui fait voir que les points M & m 
le confondent alors avec les points A & B , 6 c que l’El- 
lipfe coupe l’axe en ces points , comme on a déjà re- 
marqué. 

Corollaire IV. 

j. L E QJJ a t 1 o n à l’Ellipfe aa — xx == ~ étant ré-, 
duite en analogie donne aa — xx ( AP x PB ) .yy ( PM 1 ) 
:: (ta { AC 1 ) . W(CZ> 1 ) :: 4 aa^AB 1 ) jJ>b ( DE 1 ) , c’cft- 
à-dire que le rectangle des deux parties AP 3 PB à c 


♦ 
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l’axe AB faites par l’appliquée r M eft au quarré de 
l’appliquée rM : comme le quarré de l’axe AB eft au 
quarré de l’axe conjugué DE. 

Corollaire V. * 

6. Si l’on fait AB ( la ) . DE (ib) :: DE ( ib). 1 ^, la 
ligne — que je nomme p.p fera ( Art. 9 n°. 13 ,) le pa- 
ramétré de l’axe AB. Or puifque a .b -.-.b. i p , l’on a 
auffi a. { p :: aa . bb -, donc abb = { aap 5 donc # ï| 
= y j C’eft pourquoi fi l’on met dans l’équation aa 

— xx = ^ , en la place de , fa valeur ^ , l’on 
aura aa — xx — ^ 5 <1’°^ l’ on tire cette analogie aa 

— xx ( AP x PB ). yy{ PM 1 ) :: xa ( AB ) . p , c’eft-à. 
dire que le reâangle des deux parties de l’axe faites par 
l’appliquée , eft au quarré de l’appliquée ; comme le même 
axe , eft à fon paramétré. 

Corollaire. VI. 

7. I L fuit du Corollaire précédent que le rcélangle de 
l’axe A B par fon paramétré eft égal au quarré de l’axe 
conjugué D E * puifque A B . DE : : DE. p. 

Corollaire VII. 

I. S I au lieu de — ou de — on mec un autre raporc 

bb p r 

m 1. m yy 1 n 

égal comme — ion aura, aa — xx==. — } celt pour. 

n n 

quoi l’on fera fur l’équation à l’Ellipfe les trois remarques 
/uivantes, après avoir délivré l’un des quarrez inconnus 
qu'elle renferme de toute quantité connue. 

R E M A R Q^U E I. 

9. L O r s Qjp e l’antccédent du raporc qui accompagne 
un des quarrez inconnus de l’équation à l’Ellipfe eft égal 
& femblable au terme connu j ou ce qui eft la même 
chofe , fi cet antécédent renferme les mêmes lettres que 

le 
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le terme connu de l’équation ; fa racine quarrée exprime- 
ra le demi diamètre dont l’autre inconnue exprime les 
parties -, 5 c la racine quarrée du conféquent exprimera le 
demi diamètre conjugué. 

R E M A R Q^U E II. 

ïo. L O R s qju E cet antécédent eft le double de la ra- 
cine quarrée du terme connu, il exprimera le diamètre 
dont l’autre inconnue exprime les parties $ 6c le confc- 
quent exprimera Ton paramétré. 

R E M A R Q^U E III. 

11. E.N tout autre cas ce raport marque le raport du 
diamètre, dont une partie eft exprimée par l’autre incon- 
nue, à fon paramétré, ou le raport du quarré du même 
diamètre au quarré du diamètre conjugué. Tout cela eft 
évident ( n°. 6 6c 8 ). 

Corollaire VIII. 

..D O v il /bit qu’une équation à l’Ellipfe renferme 
les expreffions des deux diamètres conjuguez, qui forment 
le parallélogramme des coordonnées , ou de l’un de ces 
diamètres , 6c de fon paramétré , ou la raifon du quarré 
de l’uryies diamètres au quarré de l’autre , ou enfin celle 
de l’un des deux à fon paramétré : de forte qu’on aura 
toujours les deux diamètres conjuguez par le moyen de 
l’équation. 

Par exemple, dans l’équation aa — j^ss^le terme Fig 
connu aa eft le quarré du demi diamètre AC; I’antece- 
dent aa du raport qui accompagne^ eft femblable 6c 
égal au terme connu aa j c’eft pourquoi le conféquent 
bb eft le quarré du demi diamètre conjugé CD à l'axe 
ou au diamètre principal AC. Dans l'équation aa — xx 
— l’antecedent ia étant double de la racine du ter- 
me connu aa » ia fera le diamètre A B , 6c p fon para- 
métré :6c partant y fi l’on fait ia. j> :: aa. \ap\ \a]> fera 
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l’expreflion du quarré du demi diamètre conjugue CD * 6c 
partant C D = aj>. Enfin dans (équation aa — xx — 
111, aa exprime le quàrré du demi diamètre AC dont 
les parties CP font nommées x 5 6c partant AB = ia. 
Mais pour avoir l’expreffiort du demi diamètre DE con- 
jugué au diâmetre AB , l’on fera m. n::aa.~i 6c par- 
tant V ±aa — CD, 6c aa == DE. Et pour avoir l’ex- 
preflion du paramétré du diamètre AB, l’on fera m.n v. ia. 

6c cette quantité fera l’expreflion cherchée. 

Corollaire IX. 

c.jS. 13 . Si l’on nomme AP, x-, BP féra, 1 a — x,6c l’on 
aura ( n°. j . ) lax — xx ( AP x P,B ) . y y ( P M' ) : : aa 
(AC').bb(CD') ; donc lax — xx—*$, qui montre 
que lorfquc les indéterminées n’ont point leur origine 
au centre de l’Ellïpfe , il fe trouve des féconds termes 
dans fon équation , 6c qu’une équation locale appartien- 
dra toujours à l’Ellipfe , lorfqu’elle renfermera deux quar- 
rez inconnus , l’un defquels ou tous deux feront accom- 
pagnez de quelque quantité connue , & auront differens 
lignes dans les deubc membres de l’équation , ou %nême 
ligne dans le même membre, quelque mélange ^e con^ 
liantes qu’il s’y rencontre , 6c pourvu que les deux incon- 
nues ne foient point multipliées l’une par l’autre. 

Corollaire X. 

14 . Si dans l’équation à l’Ellipfê aa xx = ou 
1 ax — xx = "-ji , a = b , l’on aura aa — xx = yy ou 
îax — xx=yy ; qui efl une équation au cercle , pourvû 
que les coordonnées x 6c y faffent un angle droit: car 
l’une 6c l’aigre de ccs deux équations donne A P * P J3 
= PM 1 qui eft la principale propriété du cercle. D’où 
l’on voit aufli que l’équation à l’Ellipfe ne diffère de celle 
du cercle , qu’en ce que l’un des quarrez inconnus cft 
accompagné de quelque quantité connue dam l’équation 
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à PEllipfe , St qu’ils en font tous deux délivrez dans l’é- 
quation au cercle. En effet le cercle peut être regardé 
comme une Ellipfe dont les foyers font confondus avec le 
centre, & dont tous les diamètres font par conféquenç 
égaux entr’eux, St à leurs paramétrés. 

Dans l’équation au cercle 4a — xx =yy , les coordon- 
nées ont leur origine au centre , & dans celle-ci , iax 
— xx ~yy , l’origine des coordonnées n’eft point au 
centre. 

PROPOSITION u 

Theorême. 

M'Li'î mimes çhçfts que dans la- première Prapofîtion Fie. jî, 
étant fuppopes. Je dis que L'appliquée F O au foyer F e fl égale 
à la moitié du paramétré de t axe AB. 

Il faut prouver que FO = {p. 

De’ MONSTRATION. 

S I dans 4 l'équation aa — xx = , on fait * {CP) 

^ aa — cc 

= c(CF), le point P tombera en F } St PM deviendra 
F O , St l’on aura aa-~cc=* — d’où l’on tire y — 

•O— CC *4— te ' | 

— - = (Prop. i.)^ = (n". t.){p. C. e^F.JO. 

PROPOSITION ni. 

. Problème. 

] 6 -L E S deux axes ' conjuguez AB , DE d'une Ellipfe étant 
donnez^ trouver les foyers F , & G. 

Soit du centre B , extrémité de l’axe conjugué DE, 
du rayon AC , décrit un cercle qui coupera AB en 
deux points F St G qui feront les foyers cyu’il faloit trouver. 

N ij 
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De’ MONSTRATION. 

Par la conftrudion FD -4- DG = A B j donc ( n°. t. ) 
F &c G font les foyers. C. F. D. 

PROPOSITION IV, 

Problème. 

F 1 0. j8. 1 y. L E grand axe A B d'une Eüipfe & les foyers F & G 
étant donner déterminer F axe conjugué à F axe AB. 

Soit du foyer F pour centre & pour rayon le demi axe 
r j 4 C décrit un cercle. Il coupera la perpendiculaire i A B 
menée par le centre C en deux points JD & E, 6 c DE fera 
l'axe conjugué à l’axe AB. 

De’ MONSTRATION. 

El, e efl; la même que celle de la PropoCtion précé- 
dente. 

PROPOSITION V. 

Théorème. 

F 1 «• j8. 1 8. § / F on fait M Q perpendiculaire à D E. Je dis que le 
rectangle des deux parties D Q. Q_E de l’axe D E faites par 
P, 'appliquée MQ^, eft au quatre de MQ: comme DE’ quatre 
de l'axe DE <è AB ‘ quarté de l'axe A B. 

En laiffànt aux lignes les mêmes noms qu’on leur a 
donnez dans la première Propofition, CP , ou QM étant 
xj & PM, ou C^,^j .D£>Jëra,£ — y-, 8 c QE,b-+-y. 

Il faut démontrer que bb — yy . xx, :: 4 bb. 4 aa. 

De’ MONSTRATION. 

E N reprenant l’équation de la première Propofition aa 
— xx = ~ , la multipliant par bb, la divifant par aa Sc 
txanfpofant l’on aura bb — yy = ^ , d’où l’on tire cette 
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analogie bb — yy . xx :: bb ■ aa :: abb.aaa. DQ x OE. 
QM'i: DE'. AB'. C. Q^F. D. 

D E' F I N I T I O N. 

i9 # Sl l’on fait ib. 1 a:: îa. — que je nomme p- } la ligne 
= p eft appel lée le paramétré de l’axe DE. 

Corollaire. 

ao. b. a :: îa . p , donne bp=z laa , ou bbp = laab , 
ou c’efl pourquoi fi on met^ en la place de 

dans l’équation precedente, l’on aura bb — y y = 1 ~- , 
ou fi l’on fait ” = ^ , l’on aura bb — yy = . 

On ajoutera à ce Corollaire les raifonnemens que l’on 
a faits n°. 9 , i o , 1 1 , 1 i , 1 3 & 14. 


PROPOSITION VI. 


Problème. 


U. U NE équation à PEÜipfe ab — xx = — étant don- 
née , décrire l'El^fe lorfque les coordonnées font un angle droit. 


Soit premièrement trouvé une moyenne proportion- 
nelle entre a , & b qui foit & par conféqiient ff 

— ab ; ainfi l’éauatioirfera ff — xx = ‘ 22 .. On fait ce 

changement pareeque ab étant l’expreflion du quarré du 
demi diamètre dont les parties font nommées x, cette 
expreflîon doit aufli être un quarré. 

Soit préfentemeqt C, l’origine des inconnues x, quiFiG.jî. 
va^ vers A & vers B , & y , qui va vers D & vers E. Le 
meme point C doit aufli être le centre de l’Ellipfc * 
puifque les inconnues x & y n’ont point de fécond 
terme dans l'équation. Soit fait CA & CB chacune =f -, 

A B fera Je^rand axe , fi c furpaflè d 5 le petit , fi c eft 
moindre qui^f. Pour avoir l’axe conjugué à l’axe AB, 

N üj 
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foie fait c. d èc foit prife CD fie CE chacune 

égale à Pour trouver CD = CE = n il 

faut chercher une moyenne proportionnelle entre c & d, 
qui fera nommée g : puis trouver à ces trois grandeur%r. 
g. f. une quatrième proportionnelle qui fera 
Car puifque c. g. d. font en proportion continue, c. d :: 
ce. gg j mais ayant encore c . g : : / ». on aura cc . gg : : ff. nn. 
donc c. d :: jf. nn. = ÔC par conféquent b = 

Z> £ fera ( no.- 1 z. ) l’axe cherché. Ayant enfuite trouve 
les foyers £ & G par la troifiême Propofition , on dé- 
crira l’Ellipfe par la première. 

• De’ MONSTRATION. 

E Ll e eft évidente par ce que l’on a démontré n°. 12. 
Prop. 1. & 3. 

PROPOSITION VII. 
Problème. 

Fie. 61. XII I. U A 7 £ Eüipfe ADBE, dont AB jf le grand axe i 
C, le centre ; F & G , les foyers , étant débite. Il faut d’un 
point quelconque M donné fur T EUipfc mener la tangente MT. 

Ayant mené FM, & GM , prolongé F A/, en 7, en 
forte que MI = M G, & men é«G7. je dis que la ligne 
MO menée du point M par le point 0 milieu de G/ fera 
la tangente cherchée. 

De’ MONSTRATION. 

D ’U n point quelconques autre que j Vf pris fur M O, 
ayant mené les droites Z F , ZG, Z/; puifque par la con- 
ftruélion MG = MI , & 10 — OG , MO fera perpendi- 
culaire à G/ ; c’eft pourquoi le triangle G ZI fera ifofeele ; 
& partant F Z ■+■ LI — ZF -4- Z G furpaffe £Af -h M I 
= £ Af -4- Af G 5 donc le point Z eft ho^p de l’Ellipfe. 
C. j^_£. D. 
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, Corollaire I. 

i. S I l’on mene MK parallèle à JG ; l’angle KMO fera 
droit : puifque ( Conft. ) GI eft perpendiculaire à MO. • 

Corollaire II. 

i. La ligne MK partage l’angle FMG en deux égale- 
ment : car à caufe de KM parallèle à G J , l’angle F MK 
= FIG = MG J— G MK. 

Corollaire III. 

3 . L A tangente MO rencontre l’axe AB prolongé en T ; 
car l’angle GOT eft droit, & l’angle OGT eft aigu. 

Corollaire IV. 

4. L ’ A H c l E F ML eft égal à l’angle G MO ; puifqu’iis 
font les complémens des angles égaux F MK t GMK j d’où, 
il fuit que fi le foyer G étoit un point lumineux , les rayons 
réfléchis à la rencontre de l’Ellipfe p afferment tous par le 
foyer F. 

De’ finition s. 

j. A.Yant abbaiffé du point M fur l’axe AB la per- 
pendiculaire MP. PT eft appellée la foutangente , MK la 
perpendiculaire, Sc P K , la fouperpendiculaire , ou founormale. 

PROPOSITION VIII. 

Theorême. 

6. &.YA N T fuppofè les mimes chofes que dans la Propor- 
tion precedente ; & nomme Somme dans la première Propofi - m 

tion AC,»* CB, a s CF ,ou CG,CiCP,X} PM, y } 

FP fera c-t-x, & G P , c — x, 0# x — c 5 cela pofe. Je 
dis que l’exprejfion algébrique £ la foutangente P T fera 

aa — ix ....... 

x 
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, 0 , tii *t.o«. 

e’ M O ^ „ %r 

. • A ^&^‘ aFMi ° t " X u p eft parallèle 

L Ê “^! -^rr.. E< P«c=q« w K J M 0 == 

1totjgx^ h - tG ** 

VK->r G ^- — „ C +• 

— — — donc PK 


, r Von a X- ^ 
. m aü 


- -5: d ' oil 

___ — i-^7 J . c’eft pourquo 1 

avoir ôte ce q« __ . C. ûi * • 

UfraaionP 11 ^""' * coïtoi^ 1 ** 1. 
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, A LA GEOMETRIE, 

Corollaire I. 
l>CP{x).PB{a— X ):-.AP(a + x ). PT 

ce qui fournit un autre moven , * ' 

MT. > en de m ener la tangente 

Co a o i L A , , E , , 

8. OI l'on ajoute * = cri l'exprefljon de PT^ ^ 

-e :z z ziz fmi;;;; 0 ;: 

Cji (a).CT y 

C r , Cor °I-1.Aire III. 

9-31 de l’on ôte *— r * 

«*—•«* * — c ^ W on aura BT y 

— , qui donne eneore „n autre moyen de mener 
une tangence à ITllipfe c „ faifam c/> ■ * 

la P^P en dlc“ledfe U ^fiÇ : ^ 
point A' tombera toujours entre c, & g' C ° nfa l ucnt ,e 

proposition IX. 

Theoréme. ' • 

f ü c Â de /A*™ Æ* u jizvJ/cD^JT u Prop • f * * 

O 
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l'on mène M Q jparallele iBC,^ nomme C D , b * en 

laijfant aux autres lignes les noms qu'on leur a donnez, en la 
Proportion precedente. Je dis que t exprtjjion Algébrique de la 

bb yy 

fontangente QH , fera — - — . 

Démonstration. 

p n étant le parallélogramme des coordonnées C Q== 

. P Af fera, / * Sc M Qp= CP, x. Ec les triangles fembla- 

bles PTM, MQH donneront TP ) • TM, [y) 

s: MQJx) . QH— - — - : mais ( Prop. I. ) aa — xx 

ÛA - XX 

— «w . donc xx — — j mettant donc cette 
valeur de xx dans celle de QJP , l’on aura après la rédu- 
âion , QH = . C. Q^F. D . 

Corollaire. 

i i. S I l’on ajoute y = C à Q^H — — » l’on aura 

CH — — d’où, l’on tire CQ^(y). CD {b) :: CD (b), 

y ’ 

( bb v 

7)- 

PROPOSITION X. 

Theorême. 

Fig. $5. 13. So/T une Ellipfe ADBE , dont AB & DE font les axes 
conjuguez ^ C , le centre ; MT , une tangente qui rencontre 
les axes conjuguei^en H & en T. Je dis que la ligne GOL 
parallèle à la tangente MT fera divift+en deux également 


» 
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en O par la ligne MCV menée du point touchant M par le 
centre C. 

Ayant mené par Jes points L , M , O , G , les lignes Z K, 
MP , OQj G JT perpendiculaires à l’axe AB , & par O la 
ligne RO N parallèle à AB qui rencontrera KL en 2V, 
& JPG en R , & nommé les données AC, ou CB , a -, CD, 
ou CE, b ; & les indéterminées CP', x ; P M ,y-, C Q ^ 
m j 12^*" ,ou05,^ fiJC, ou G 2V , /■ fera <*-+-;» 
— s^i 2?^T, >^2C, a -\-mar f , ècKB , a — m 

-/ • 

Il faut prouver que GO = OL , ou ce qui eft la même 
chofe, RO ( o — ON (/). 

De’monstrat i on. 

Les triangles feroblables C/’iW, CQjO donnent CP 
(x). PM (y) ::CQJ,m). QO = — ^RJC—KN:\’on 


a auffi ( n°. 8. ) CT — —, ôc ( n°. 1 1 . ) CH — —, & 

* y 

les triangles femblables TCH , ORG , ONL, donnent 


CH (-) :-.ON{f).NL= — -, donc ArG="l + 

' y * oay x 

bbzx „ ,, _ m» M/5c . . . 

, & iCZ . Mais(art. ii.n 0 .f .)aa(CB').bb 

aay x ta y ’ 

( CD' ) : : aa — mm ■+■ îmx^ — ( A JP x JP B ) . — y3> . 4 . 


ibbmz b'zzxx 


t'yy 


{JPG') % Staa (CB’). bb(C&) t: «a — 


rnmyy- ibbmf b'Jfxx 
xx 

d’où l’on trouve ces deux équations. 


«• ~ xm f — Jf{AK xKB).^ m -Z2+ZZ(Kf) 

xx aa t'yy 


Oij 
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ttabb — bbmm -+- xbbmz^ 


, tutmmyy .. b'zzxx 

A. — -- H- ibbmx^ ■+■ 

xx **yy 

— bbxz^, & 

B. =2 - •«»/+ «. _ «_ - Mm/ 

xx tuiyy 


-bbjr. 


6c ayant ôté la fcconde de la première , le premier 

f iembre du premier, 6c le fécond du fécond , l'on aura 
elle-ci , 

xbbmz^-+- ibbmf h- — ibb'mz^- ibbmf — bbt\ 

. a *yy M yy 

H- bbjf, d’où l’on tiré XR — Jfi car après avoir effacé de • 
l’équation D les termes qui fe détruifent , il reliera h,z ~ xx 


, . “yy 

— b Jtl = — bbn^ ■+• bbjf. On divifera ce relie par bb, 

aayy 


8c l’on multipliera le quotient par aayy , il viendra bbx&xx 
— bbjfxx = — aayyz&_ -t- œdjjÿy- On égalera le tout à o , 
ce qui donnera bbs^zjcx — bbjfxx -+- aayyx/X. -+- aaffyy = o. 
On divifera cette équation par bbxx + aayy, 6c l’on aura 
au quotient x& — jf = o , ou bien xzj=jf } ou x.— f, OR 
= ON j donc GO = OL. C. Q . F. D. 

La pofition dé la ligne G L peut changer en bien des 
■maniérés à mefure que le point O s’approche ou s’éloigne 
du centre C, ou fe trouve au-delà par raport à M: mais 
cela ne peut au plus que changer les lignes dans les ex- 
predions des lignes AJC, JCB , AK , KB , JTG £e KL , 
6c l’on trouvera toujours K—f -, c’ell pourquoi la Propo- 
rtion ell généralement vraye. • 


Corollaire I. 

14 . 1 L ell clair que la ligne F CS menée par le centre 
Ç , parallèle à la tangente MT ell divifee en deux éga- 
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Jement par le centre C: car le point O tombant en C, 
G Z devient FS , & comme le point M peut être pris in- 
différemment fur tous les points del’Ellipfe ; il s’enfuit 
que toutes les lignes comme F CS , fofit coupées par le 
milieu en C 5 puifqu’elles peuvent toujours être parallèles 
à une tangente M T menée par l’exyêmité M d’une 
autre ligne MC y qui paffeauili par le centre C. 

D e’ F 1 n 1 t 1 o n s. 

15. Les lignes MCV , F CS qui pafl'ent par le centre 
d’une Ellipfe font nommées diamètres , & lorfqüe deux 
diamètres MCV, F CS font pofez de maniéré que l’un 
dés deux FCS cft*parallele à la tangente MT menée par 
l’extrémité M de l’autre MCV -, ils font nommez dia- 
mètres conjugue & les lignes OG ,0 L font nommées or- 
données , ou appliquées au diamètre M V. 

Corollaire II. 

16. Il eft évident que les ordonnées à un diamètre quel- 
conque font divifées en deux également par le même 
diamètre. 

Corollaire III. 

17. Il eft clair que la pofïtion des diamètres conjuguez 
eft déterminée par la pofition de la tangente menée par 
l’une de leurs cxtrcmitcz. 

Corollaire IV. 

18. S I l’on ajoute les deux équations A & B déjà pro- 

f tofition précédente, après avoir mis 3^ en la place de f t 
e premier membre au premier & le fécond au fécond , 

1 . 11 • loammyy ib'zzxx 

1 on aura celle-ci -+- = iaabb — xbbmm 

xx aayy 

— tbbu^j ou, en fuppofant que le point O tombe en C, 
auquel cas QJC =3; devient CI , G L devient FS, KL , 
devient SI, &C£?==7» devient nulle ou = o , ce qui 

O iij 


1 
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.... \ r bbzzxx 

détruit les termes ou m le rencontre , = aa — « , 

aayy 

d’où l’on tire aa — xx , en mettant pour aayy fa va- 

leur aabb — bbxx tirée de l’équation aa — xx = —■ > 

trouvée par la première Propofition ; d’où l’on conclud que 
C r = A P x PB -.hi que CP' — AI x IB : car l’on a 
aulfi xx = aa — z&. 

Corollaire V. .* 

Fig é). »9- Si l’on fait dans cette équation xx s=aa — ^,x. 

( CI ) =x ( CP) -, les points P fie J le confondront en un 
Fig. é+.feul poinc Y , & les deux diamètres conjuguez MP r ,F S 
feront égaux , & l’on aura ixx = aa ; donc x = v'-j- aa 
qui fervira à déterminer leur pofition en cette forte. Soit 
prife CY moyenne proportionnelle entre CB 8c fa moitié, 
& menée pa {Y la perpendiculaire MYS qui rencontrera 
l’Elliplè aux points M & S , par où l’on mènera les dia- 
mètres conjuguez MPI, PS qui feront égaux. 

Corollaire VI. 

Fie. 64.. 10. J L ell clair que A Y x Y B = CY 1 : car l’équation 
( n°. 18 .) xx — aa — ^fubfifte toujours , quoique x — 2^ 
ouCjP = C/ = CY. 

Corollaire VII. 

ar. A Caufede AYx yB = CY>= (.n°. .9. ) { ^,I’on 
a ( Art«n. n°. j.) \aa ( CY 1 )■ yy[ PM 1 ) :: aa ( CB 1 ). 
bb.{ CD 1 ) j car ( Art. 1 a. n°. $. ) on a aa — xx .yy '.x aa. 
bb. Mais ( n°. 1 9. ) * = Vf aa. Donc xx = a aa. Donc 
fùbftituant { aa dans le premier terme aa — xx de l’ana- 
logie précédente à la place de xx , on aura aa — A aa 
= - aa . yy : : aa . bb , d’où l’on tire y = y ' \bb , qui lèr- 
vira à trouver le poinc Q^Cur CD, comme l’on a trouvé 
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( n°, 19. ) le point Y fur CA -, 6c la perpendiculaire FQM 
déterminera aufli la pofîtion' des deux diamètres conju- 
guez égaux MCV , F CS. 

Corollaire VIII. 

ai. Puisque ( Arc. 11. n°. j.) AP x PB, ou (no. 18. ) CI'. Fi o.fj. 
PM' -.-.CB'. CD' } & AI x JB ou ( n». 18. ) CP' . IS' :: 

CB' . CD' , l’on a CB . PM «• :: CP 1 . IS' , ou CI. PM : : 

CP. IS, d’où il fuit que les triangles CPM , Cl S loat 
égaux. 

PROPOSITION XI. 

.Theorême. 

13. Pi. Y A NT fuppofè les memes chofes que dans la Pro- F 1 à. 6 $i 
pofition précédente. Je dis que le reïi angle VO x O M des 
parties du diamètre MV faites par l'appliquée OL eft à OL" , 
quarrè de la même appliquée -, comme V M‘, quarri du dia- 
mètre V M , eft à F S’ j quarrè du diamètre conjugué à VM. 

Ayant nommé AC, ou CB , a -, CD, ou CE, b, CP, 

*; P M ,y-,OR, ou ON, xj CQ^ m-,Cr ou CM, d-, FC, 
ou CS ,f -, CO ,u -, &c O L ou OG 
Il faut prouver que dd — uu.ff r.dd.ff :: 4 dd . 4/ 

De’ MONSTRATION. 

L ’O N a ( art. n.) 

» • 

aayy 

A. aa — xx = — , les triangles femblables MCP , 

b b 

OCQ^ donnent d (C M) . k [CP) au {CO), m (C O) > 
ddnc 

B . dm == ux , & les triangles femblables S CI , ION , fle 
CI = ( n°. 18 .) aa — xx , donnent ff [CS' ) . a a — xx 
( cr ) : :f{Z 0 ‘ ). KK ,( ON') i donc 

C-ffxgj= aaff — xxjf. ■ 

En reprenant préfentement l’équation du quatrième 
Corollaire de la P ropofition précédente no, 18 , qui étant 
divifée par 1 , devient , 
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JJ, aa,nm W * zz ~™ — aabb — bbmm — bbz$ , & en mct- 

«je aayy 

tant dans le numérateur du premier terme , & dans le dé- 
nominateur du fécond pour aayy , fa valeur aabb — bbxx 

tiree de 1 équation A , Ion aura -t- . = aa 

XX 04 XX 

r , ttuxx , . . 

— & mettant encore pour mm la valeur tiree de 


, - . anff—^xxff . , , 

l’equation B , & pour fa valeur tirce de Fc- 

ÏÏ 

quation C , l’on aura après lès réductions & tranlpofitions , 


dd — 



4 /-C. Q^F. D. 


, d’où l’on tire dd — uu .Jf: : dd.Jf:: 4 dd . 


Corollaire I. 

14. S I MV & FS font les deux diamètres conjuguez 
égaux , d fera ==/; & l’équation deviendra dd — uu — 
(f, qui feroit une équation au cercle, fi l’appliquée O Z 
faifoit un angle droit avec C M. 


D e’ F I N I T I O N. 

a J. Si l’on fait d.f:: if.p, la ligne p fera appelléc le 
paramétré du diamètre 2A V . 

Corollaire II. 

ié. La proportion d.f : : tf.p donne dp = ijfj donc 
en multipliant par d , Fon a ddp — i dff-, donc ~ — ji . y 
c’eft pourquoi fi l’on met dans l’équation précédente 
pour df. fa valeur y Fon aura dd — uu = d’où Fon 
tire dd — uu. Jf:: id.p. 

Corollaire 
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A LA GtOMETRIE. 
Corollaire III. 

17. LON peut encore mettre pour un autre raport 

" = 7 = jf 5 & l’on aura dd — vu = , d’où l’on tire 

• tire dd — uu .ffw m. ». 

On ajoutera ici les mêmes chofes que l’on a dites art. 
11. no. 9 , 10 , 11 , ii , 13 , & 14. 

# PROPOSITION XII. . 

. Theorême, 

1 8. L £5 mêmes chofes étant encore fuppofees , ff P on mene 
Gq parallèle à MV. Je dis que Fq x qS . q G‘ :: F S‘. 
VM’. 

En nommant encore CM , ou CV , d -, CS, ou CF , 
f-y CO,ouqG, u-,OG-'ouCq,f-, Fqkvif—f-, & q S , 

f ■+•/ 

Il faut prouver que ff — ff. uu : : \ff. 4 dd. 

De’ MONSTRATION. 

N reprenant l’équation de la Propofition précédente 
— uu = —, la multipliant par ff, tranfpofant & divi- 

fant par dd, l’on en tirera ff — qui donnera ff 

—ff. uu : : ff . dd : *qff. 4 dd. C. Q^F. D. 

D e’ F I N I T I O N. 

19. S I l’on fait f. d-.-. id . p , la ligne =p fera appeïïée 
le paramètre du diamètre F S. 

P 
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Corollaire I. 

30. La Proportion précédente donne// = idd- f donc 
tf 1F 

fff— ifdd, ou — = — j mettant donc dans l’équation 

P . dd 

précédente pour — fa valeur—, l’on aura ff — ff— — i 

dd . p p 


d’où l’on tire ff — ff. uu :: if. p. 

Corollaire 


I I. 


ff 

31. L’On peut encore changer le raport iL,* ou — en 

^ I fjuu 

un autre raport égal,—, 8c l’on aura/f — — , ce 


qui donne ff — ff. uu-.-.m. n. 

On ajoutera encore ici ce qu’oe a dit art. 11. n°. 9,10, 
11, u , ij 8c 14. 

Corollaire III. 

3 >lL eft clair ( n°. 1 j.8c 19. ) que le re&angle de l’un des 
diamètres conjuguez par Ton paramétré eft égal au quarré 
de l’autre diamètre. 


PROPOSITION XIII. 

Problème. 

35 - D ET) JT lient s quelconques FS (ff MV qui fe coupent 
par le milieu en C à angles obliques et. bit données de po fit ion 
& de grandeur pour deux diamètres conjuguez^d' une Eüipfe , 
déterminer la pofftion & la grandeur des axes de La même Ellipfe. 

Cette Propofition contient deux cas qu’on pourroit 
néanmoins réduire â un feul, comme on va voir'dans le 
fécond: le premier eft lorfque les lignes FS 8c MV font 
égales : le fécond lorfqu’elles font inégales. m 

* 
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Premier Cas. 

34 Ay a nt joint les points M, S 8c M, F , & ayant Fig.6j. 
diviftLWS 8c MF par le milieu en F 6 c jQ. on mènera les 
ligi^Pc/ 7 , C^indéfiniment prolongéesde part 8c d’au- 
tre qui fe couperont à angles droits en C, puifque CS , 

CM , CF font égales , 8c que les points JP 6c ^divifent 
par le milieu MS 8c MF. 

Soit enfuite fait PI =’CP 8C QH = CQ ^ & du cen- 
tre C par / , 8c par H" décrit deux cercles qui couperont 
CP , 8c C^aux points A , B , Z) & F. Je dis que l’Ellipfe 
dont A B 8c Dû font les axes , paflèra par les points M , 

F, ru S. 

De’ MONSTRATION. 

A Y a n T nommé vtfC, ou Ci? , CD, ou CE,b\- 
CP ,ou PI ,x-, pjtf, ou CO, ou QJf, y } l’on a par la 
propriété du cercle , 6c par laConftrudion , aa — xx (AP . 

x PBJ =xx (PI' , ou CP' ) , & bb — yy ( F Q* QB ) 

— yy ( QH l , ou CQjJ , d’où l’on tire x =s= Vj aa, &cy 
= v'f bb ; c’eft pourquoi (’n°. 19. 8c u.)les points S ,M , 

& F , font à l’Ellipfe dont les axes font AB, 8c DE. 

C. Q^F. D. 

Second Cas. 

3 j. SO* prolongée CM du côté de M , & foit faite F 1 g. 66. 

MK prife fur le prolongement , égale à la troifiéme pro- 
* portionnelle à CM U. CS -, 6 c ayant mené par M la droite 
H M T parallèle à F S , du point O milieu de CK , on 
élévera la perpendiculaire OG qui rencontrera HMT en 
un point G ; puifque ( no, 13.) MT eft tangente à l’Ellipfe 
dont M-r &cF S font deux diamètres conjuguez ; 8c que • 

( n°. 10. ) l’angle CMT eft obtus, 8c du centre G par C, 
l’on décrira un cercle qui paflèra par K, 8c coupera MG 
aux points T U H par où , 8c par C, l’on mènera T C , 

8c HC indéfiniment prolongées au-delà de-C par raport 
à T 8c à H : l’on mènera enfuite MP 8c il 4 j 2 j>arallelés à 

Pij 
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CH & à CTi & ayant pris CB moyenne proportionnelle 
entre CT" & C Pi CD, moyenne proportionnelle entre 
CH & CQ^, CA = CB , &c CE = CD. Je dis que 
l’EUipfe dont AB & ED ( qui à caufe du cercle lé coupent 
à angles droits ) font les axes, pafléra par les ÊÊ jpts 


De’ MONSTRATION. 

A-Ya'nt abaifle du centre C-fur CT la perpendiculaire 
GN , le point AT divifera CIT par le milieu en AT; & partant 
N G = { CH, & ayant abbailTé du point S fur la même 
CT la perpendiculaire SI, 8c nommé les données CB , 
ouC^ , a j CD } ou CE, b } CM ou CV , d -, CF , ou CS , 
f-, & les indéterminées CP, ou QJM., x ; PM, ou CQ^y ; 
& CI , l’on aura ( Conft. ) 

CP{x).CB (a) :: CB {a) . CT = — , 8c 

, X 

CQJy).CD(t)::CD(b).CH= — ; donc NT = — , 

y t* 

bb 

car NT = C N , par conftruékion. NG = — > T P = 
— — x , 8t HH y, 8c les triangles femblables 

x y 

ÇIS, MQJP , T PM donneront CI ( <0 • CS (f) 

::MH^{x) . MH = — , & CI ( x ) . CS (/) : : TP 

2 

( " ~ x\ . TM donc HM-b-MT, ou 

Va I xx z 

HT — — j & partant G T = — -, donc à caufe de 

zx ■ UJC 

l’angle droit G NT - ( G T' ) = — •+-_ L ( NT'-*- 

4Z2XX 4X* 4 yy 

2fG ' ) , d’où l'on tire ff = . Mais l’on a auflî 

a'yy 
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' y / xy x 

i» 

donc à caufe de l’angle droit CIS ,jf{ CS') = *2; — 

xxyy 

xbbzz zzyy , , . b'zzxx 

— 1 ( CI ■+■ IS ) j donc jçg •+• = *£_-*- 

** xx « 4 ^y 

— — — — -.. 2Z -+■ j cette équation délivrée de fra&ions 

xxyy xx xx 

donnera 


. b s x' = .* 4 £ 4 — za'bbyy -+- rf 4 ^ 4 . 

Pour abréger encore il faut divifer cette équation par 
qu’il faut égaler à o, & l’on aura 
B. a' b' — i abbyy ■+■ a'y 4 — b* x' = o. 

Laquelle étant diviféepar aabb+bbxx — aayy, i\ vien- 
dra au quotient aabb — bbxx — aayy — o, qui fe réduit 

à cette équation aa — xx — — . qui eft une équation i 

bb 

une EUipfe dont les axes font ( Prop. i .) AB = za, &c 
DE — 2 b, 8c qui prouve au moins que cette Ellipfe pafle 
par les points M , 6c r-, puifque ( Hyp. )&M — CV. 

Or (Conft.) CM {d). CS (/):: CS(f). MK— f 7 F i 

mais par la propriété du cercle (HM x MT, 

ZZX ZZ 

= CM x MK — Conft. CS' ) —ff, d’où l’on tire s&.= 
aa — xx j c’eft pourquoi ( n“. 1 8 . ) l’Elliplê paflè auffi par 
les points 5 6c F. C. Q^ F. D. 


Remarque. 

P O u r. trouver le divifeur aabb — aayy — bbxx , tirez 
la racine quarrée de l’équation marquée {A) vous aurez 
aabb — aayy =* ^ bbxx , laquelle étant réduite à o , 
donnera aabb — aayy — bbxx = o , qui fera le divifeur 
cherché. 

Si vous voulez une maniéré plus générale pour trouver 
ce divifeur, ordonnez l’équation A en cette force, 

P iij 
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C. a' y ' — 1 a'bbyy — b'x — a' b'. 

Divifez-Ia par a \ Sc vous aurez 

D. y' — zbbyy = t— b\ 

û 

Ajoutez de part & d’autre le quarré b 4 de la moitié bb 
du coefficient z bb du fécond terme i bbyy y & vous aurez 

E. y ' — zbbyy -+-£* = — — . 

Tirez la racine quarréedepart & d’autre , & vous aurez 

_ . . bbxx 

F. yy — bb — -h — . 

oa 

Multipliez tout par aa , &'vous aurez aayy — aabb 
= Hh bbxx. Faifant patfer tout d’un côté ^ vous aurez les 
deux équations aayy — aabb -+- bbxx = o , & aayy — aabb 
— bbxx = o , à caufe qu’un quarré pofitif a toujours deux 
racines , l’une pofitive & l’autre négative. Enfin changeant 
les lignes de la première de ces deux dernieres équations , 
vous aurez aabb — aayy — bbxx = o, qui eft le divifeur 
cherché. 

* • C OROLLAIRE. 

3 6. S I MV = FS J CM fera = MK *, car par la conftru- 
ûion M K a été faite égale à la troifiême proportion- 
nelle, à CM & CS- Donc fi MV = FS, par conféquênt 
CM = CS. Donc CM = MK i &c partant les poincs O 
& G fe confondront avec le point JUT, qui fera le centre 
du cercle qui étant décrit par C déterminera la pofition 
des axes par fa rencontre avec HT en H & en T , qu’on 
déterminera comme on vient de faire. 

PROPOSITION XIV. 


Problème. 

U 27 E i quation à l'Ellipfe ab — xx = ~ étant donnée , 
décrire f Eüipfc , lorfque les coordonnées font un angle oblique. 
On déterminera la grandeur des diamètres conjuguez 
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par la Prop. 6. on trouvera les axes, par la Propofition pre- 
cedente-, on déterminera les foyers par la troiûême, 6c on 
décrira l’Ellipfe par la première. 


S E C T I O N VIL 

Où Ion démontre les principales propriété % de 
l'Hyperbole décrite par des points trouve % 
fur un Plan. 

PROPOSITION I. 

Theorême. 

X I V. T T N angle quelconque HCK, & un point quel - F t c * e 7< 
V ) conque D dans cet angle , étant donnez^ de 
position fur un Plan » fi l'on mené librement par le point D 
une ligne I D K qui rencontre CH (fi- CK w I K, 

(fi qu’on prenne fur I D K la partie KO — I D. Je dis que 
les points O (fi D , (fi tous ceux que P on trouvera comme on 
vient de faire U point O , en menant d'autres lignes par le 
point D , feront à une Hyperbole , dont CH (fi tK font les 
afymptotes. 

De’ MONSTRATION. 

Ay a nt mené par les points D 8c O, les lignes DZ , 

O G parallèles à CK, 6 c ZW, O F parallèles à CW, & 
nommé les données J)Z,® Ci 1 /, ou ( Conft.) F K, c\ 
car K'N î= OG, puifqufe le triangle KD N a lès côtez 
égaux aux côtez du triangle OG1 , chacun à chacun. 
i°. Le côté KD = OIi car ( par conftru&ion)iCO==Z>/. 

Donc ajoutant OD , on aura KD — 01. i°. L’angle ad- 
jacent NKD eft égal à l’angle adjacenc GOI , puifqu’ils 
font externe 6 c interne du même côté. 3 0 . L’autre angle 
adjacent N DO eft aufli égal à l’autre angle adjacent G JO 


t 



Digitized by Google 



n8 Application' de l’Algebre 
par la même raifon. Donc le triangle N KD eft égal an 
triangle GO J. Donc leurs cotez font égaux chacun à 
chacun. Donc KN — OG. Mais OG = FC , étant paral- 
lèles entre-elles, & comprifes entre les mêmes parallèles 
O F , GC, par conftruétion. Donc K N — F G. Donc 
ôtant F N de part & d’autre, il reliera F K = CN — DL. 

Reprenons. Ayant donc nommé DL,on CN ou F K, ci 
DN, ou LC, d ; & les indéterminées CF, ou GO , f-, FO, 
ou CG ou NR, NF ou RO fera f — c , & DR, d — ^ 

les triangles femblables DRO , OFK donneront d — ^ 
. ( DR ). f — c (RO) :: z^(OF). c (FK)-, donc cd — c^= 

— c^, ou cd—jx^ Et comme cette équation eft la mê- 
me que celle qu’on a trouvée ( art. 9. n°. 1 6 .) , il fuit que 
la courbe décrite comme on vient de dire, eft une Hy- 
perbole. Et pareeque f croiflant , ^ diminue , ou au con- 
traire , & qu’on peut augmenter f à l’infini , 3^ diminue- 
ra auffi à l’infini } c’eft pourquoi les lignes C H , &c CK 
font les afymptotes, parcequ’elles ne peuvent jamais ren- 
contrer l’Hyperbole. C. Q^F. D. 

L’équation cd= peut auffi fe réfoudre par le cercle. 

• Fig. 68. Car faifant un cercle ABC, dont le rayon CA fera pris 
d volonté, fi on mene la corde AB , donc A D = c & 
D B = d, & que par le point D qui fépare les deux li- 
gnes données ; on tire à volonté une autre corde EG , la 
ligne ED fera égale à s^, & DG égalera f, Mais comme on 
peut prendre le rayon du cercle auffi grand que l’on vou- 
dra , il eft manifefte que / augmenteront à l’infini. 

C O R O L ^ IRE I. 

Fig. 67. I. I L eft clair que tous les reélgngles femblables à CF x 
FO font égaux entr’eux , puifqu’ils font toujours cgaux.au 
même re&angle CL x LD-, & que l’on a toujours y\ 

Corollaire II. 

# i. S I l’on prend fur l’Hyperbole un point quelconque 

B , & que l’on mene par B une ligne quelconque T B VS 

qui 
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qui rencontre l’Hyperbole en un autre point V , & les 
afymptoces en T & en S, TB fera toujours égale à P Si 
car ayant mené B JT & VQ^, parallèles aux alymprotes , 
l’on aura ( Corol. 1. ) CJC x JT B = C^x QT , ou ( en 
nommant CJC, d ; JC B , c i CQ ^ /; , ^-,)f\=cd, 

ou — c^= cd — cs^, qui étant changée en analogie, 
donne d — g. f — c :: c d’où il fuft par la Démon- 

ftration de cette Propofition que JC B = QS -, donc.T .0 


Corollaire III. < > 

3 . 1 L dV clair que les parallélogrammes CD t CB ,CQ , 
C V font égaux entr’eux. 


Corollaire IV. 

4- S I l’on avoit nommé N F , ou RO , f, l’on auroit eu 
A. = cd — c^, qui montre que lorfqu’une équation à 
l’Hyperbole renferme plus de deux termes , les indéter- 
minées n’ont point leur origine au fommec de l’angle des 
afymptotes. b 

Cor o l l l a i r e V. 

y-lL eft évident que lorfqu’on décrit une Hyperbole 
par un point fixe, comme Z>, les points O que l’on 
trouve en faiiant KO = DJ peuvent fêrvir à en trouver 
d’autres comme B, & B à en trouver d’autres comme 
r, &c. 

PROPOSITION II. 


Theorême. 

6 E-V fuppofant les memes chofes que dans la première p , c e ■ 
Propofition , fi l'on mené par le fommet C de ? angle des ’ 7 ’ 
afymptotes une ligne quelconque C M qui rencontre Ô G (fi 
D L , prolongées ou non prolongées en V (fi en M. Je dis que 
le rectangle CM x CN , ou CM x LD eft égal au reli angle 
CP x CF, 0* CP x GO, 5 


Q. 


Digitized by Google 


ixo Application de l'Algebre 
A yant nomme les données CZ, d\ CN, CM , a, 
& les indéterminées CF , ou GO ,f ; CG , ou FO , s^> CP, *. 
Il faut prouver que ac = uf 

De’. MONSTRATION. 

ACaufe des triangles femblables CLM, CGP , l’on 
a CZ. CA/ :: CG. C/% ou en termes algébriques d. a :: 
0 ; donc du = mais ( Prop. i. ) ftc^— ivi, d’où l’on 
tire s^= jj mettant donc cette valeur de ^ dans l’équa- 
tion précédente , l’on aura fu ==.ac. C ■ Q^F. D. , 

On peut encore démontrer cette Propofition en cette 
forte. A caufe des parallèles DM, OP , l’on a CL. CG : : 
CAf. C Pi c’efl: pourquoi en mettant dans l’équation de 
la Propofition précédente f^= cd, en la place de d ( CZ ) 
& de k ( CG ) leurs proportionnelles d ( CM ) 6c u{CP) y 
l’on aura fu=ac. 

PROPOSITION III. 

Problème. 

F io. 6 ?. 7. ü NE Hyperbole MBm, dont les afymptotes font CT, 
& CH , étant donnée , il faut d'un point quelconque B , donné 
fur I Hyperbole, mener une tangente H BT. 

Ayant mené par B les droites B G & B J parallèles 
aux afymptotes , foit prife JT — CI. Je dis que la ligne 
TB H menée du point T par B touchera l’Hyperbole en 
B , 6c ne la rencontrera en aucun autre point. 

De’ MONSTRATION. 

Par l’Hypothefe TB H rencontre l’Hyperbole en B ; 
& pareeque CI —IT, TB fera auflî = B H 5 d’où il fuie 
que BT H ne rencontre l’Hyperbole qu’en un feul point 
B : car fi elle la rencontroit en un autre point O -, HO 
( n°. 1 . ) = BT feroit = B H. ce qui eft impoiîible. C’eft 
pourquoi TBH touche l’Hyperbole en B. C. F. D. 
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8. I L cft clair que toutes les tangentes, comme TSH 
terminées par les afymptotes en T èc H , font divifëes en 
deux également par le point touchant S. 

« 

» Corollaire II. 

9. I L fuit auffi que fi la pofition de la tangence TSH , 
eft telle que la ligne menée de l’angle C des afymptotes 
au point touchant B, divïfê cet angle en deux également, 
les angles CSH , CST feront droits, & au contraire: car 
puifque les angles S CG , SC J font égaux, le parallélo- 
gramme G/ fera un rhombe } & partant C 1 = CG j donc 
CT ( n°. 6 . ) double de CI = CH double de CG* c’eft 
pourquoi les angles CSH, CST font droits. 

r • 

Corollaire III. 

,o.I L fuit encore que fi l’angle des afymptotes HCT cft 
droit dans toutes les Pofitions de la tangente TBH , la 
ligne CS menée de l’angle des afymptotes au point tou- 
chant B fera = SH = S T ■, fi cet angle eft aigu , CS 
furpaftèra SH, ou ST j s’il eft obtus CS fera moindre 

3 ue SH , ou ST : car fi du centre S milieu de HZ l’on 
écrit un demi cercle fur le diamètre HT , le point C 
fera fur la circonférence fi l’angle HCT eft droit } hors du 
demi cercle, s’il eft aigu 5 k dans le demi cercle , s’il eft 
obtus 5 donc au premier cas CS = BH ou BT -, au fécond, 
CS , furpaffe SH, ou B T-, & au troifiéme , elle eft 
moindre. 

Corollaire IV. 

1 1 . 1 L eft encore manifefte que les lignes L K , Mm pa- 
rallèles à la tangente HBT font coupées par le milieu 
en P par la droite CB prolongée, car puifque B H = 3 
ST, PL fera ~ P K : mais (n J . ». ) ML=*mK 5 donc 
PM = Pm. 



t ît Application de l'Algebre 

PROPOSITION IV. 

Problème. 

il. {_J NE équation à lé Hyperbole xy = aa étant donnée , 
décrire l' Hyperbole. 

On voit par l’cquation , qui n’a que deux termes > que 
l’origine des indéterminées x, ècy cft au fomrnet de l’an- 
gle des afymptotes. 

Soit C l’origine des indéterminées x, qui va vers T , 
&Cy qui va vers H , & ayant pris CI & CG chacune =a , 
on achèvera le parallélogramme CGBI-. & l’on décrira 
( Prop. i. ) l’Hyperbole MBm, entre les afymptotes CT. 
& CH. 

• De’ MONSTRATION. 

£ L l e eft évidente par la première Propolîtlon. 

PROPOSITION V. 

Theorême. 

Fig. C<). 13. S OIT une Hyperbole MBm dont CH & CT font les 
afymptotes 5 foit auffî par un point quelconque B , menée 
( n°. 7. J une tangente HBT, & du point C par le point 
touchant B la ligne CB P. Si par quelque point P , l’on mene 
PM parallèle à HT , qui rencontre l’Hyperbole aux points 
M & m, les afymptotes en L & K. 'Je dis que CP 1 — 
ÇB* . PM* : : CB*. BH* , ou ce qui revient au même , ayant 
prolonge B C en A , fait C A = C B , que A P x PB, 
PM* :: AB’. TH*. 

Ayant mené BI , BG , mQJècmN parallèles aux afym- 
ptotes , & nommé les données AC , ou C B , a ; B H , ou 
BT , b j CI, ou GB , c -, CG , ou JB ,d ; & les indétermi- 
nées CP , x •, P M , ou Pm , y j CQ ^ ou Nm,f $ CN ou 
Qm , AP fera x -+-<*, & BP , x — a. 

Il faut prouver que xx — aa .yy : : aa . bbi: 4 aa. 4 bb. 
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• • * 

De’ MONSTRATION. 

Les triangles femblables CBT, CS K donnent CS 
(a). ST (t) :: CP (x). P K == £ ; donc mK — «f. 
— y , mL — ~ ■+■ y-, & à caufe des triangles fcmbla- 
bles TSI, KmQj & BHG, mL N , l’on a b(TB).d 
{SI) y.(Km). lk b [SH), c [SG) 

:: -\-y ( mL ) . f ( mN ), d’où l’on tire ces deux équa- 
tions bz^ — t*? — dy , & bf == •+• cy , & en multipliant 

le premier membre de l’une par le premier de l’autre, & 

le fécond par le fécond , l’on a bbf\~ -1'.'^' — cdyy : mais 

aa 

bbxx 

par la première Propofition Æ — cd ; donc bb — . 

. ad 

yy , en divifant par les quantitez égales^, & cd j d’où 

l’on tire xx — aa — — > donc xx — aa. yy .: aa. bb :i 
bb 77 

<\aa . iSfbb. C. Q^F. D. 


Corollaire I. 

14. Il eft évident (Art. 9. n°. 7, 1 1 & 1 1), & par cette 

aayy # 

équation xx — aa — — , qui eft la même que celle du 
bb 

même Article n°. 11 , que le point C, eft le centre de 
l’Hyperbole MSm, que AB eft l’axe ; fi l’angle CSH F 10.70; 
eft droit j autrement A B eft nommée diamètre détermi- 
né ; que D E parallèle & égale iHreft l’axe , ou le 
diamètre conjugué à AB , que MP &c MF font les or- 
données ou appliquées aux diamètres conjuguez A B &c 
DE. De forte que eft le parallélogramme des coor- 
données. 


Qüj 

1 
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Corollaire IL 

Fig. 7c. 1 y. L'É qüation precedente xx — aa = ^ donne 
x — ‘jz f Mb -+• y y , qui fait voir que fi l'on prolon- 
ge M F en jV ; en forte que F N = F M , le point N 
lcra à l’Hyperbole i & fi l’on fait^ = o , la ligne M N 
fe confondra avec la ligne AB, le point F avec le point 
C, & l’on aura x — -\-a , d’où il fuit que le point M fe 
confond avec le point B , le point N avec A j de forte 
que CA=^ CB , & que le point A fera à l’Hyperbole. 

Si dans la même équation on fait* — o, ayant mené 
NQ parallèle i DE, ou à PM , les points P & fc con- 
fondront avec le point C, &l’on aura^ = .+. V — bb. Or 
parceque las valeurs de y font imaginaires 5 il fuit que 
l’Hyperbole ne rencontre point le diamètre DE, ni de 
côté ni d’autre du point C. Et parceque l’on tire auifi de 

la même équation^ = 4- A Vxx — aa j il fuit que l’Hy- 
perbole renconrre les parallèles MPm, NQn des deux 
cotez de AB , tant que x ( CP , ou CQJ furpafïè a {C B 
ou CA ) ; qu’elle coupe AB en B & A , lorfque CP = 
' C2î,ou x-<±= a : car xx — aa devient*** — aa = o$ÔC par 

conféquent y = ^ Vxx — aa=o -, & que lorfque les 

Joints P & ^tombent entre A & B , c’cft-à-dire, lorf- 
que * furpaflèx, l’Hyperbole ne rencontre point les pa- 
rallèles à DE menées entre A & B : car la quantité xx - — 
aa devient négative , & par conféquent les valeurs de y 
= i 7 vf*x — aa deviennent imaginaires. Enfin l’é- 
quation xx — ** = — , fait voir que x {CP, ou C£?J 
bb 

croiflànt, y ( PM, ou QN ) croît auffi ; c’eft pourquoi 
l’Hyperbole s’éloigne de plus en plus à l’infini du diamè- 
tre AB prolongé de part & d’autre à l’infini : car il n’y a 
rien dans l’équation qui empêche d’augmenter x à l’in- 
fini j d’où l’on voit que l’Hyperbole a deux parties MBm 
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8c N An oppofées l’une à l’autre , qui ne fe rencontrent 
point 8c s’étendent à l’infini. Ce ibnt ces deux parties de 
l’Hyperbole que l’on appelle Hyperboles oppofées. 

Corollaire III. 

16. X L eft clair que les Hyperboles oppofées font égales 
& femblables ; puifque les coordonnées N F , N 
l’une font égales aux coordonnées MF , MP de l’autre. 

Corollaire. IV. 

' « . » 

17. 1 L eft aufli raanifefte que les Afymptotes CH, CT 
de l’Hyperbole MBm, étant prolongées vers g, 8c vers 4 , 
font aufli les Afymptotes de l’Hyperbole oppofée N An -, 
puifque Nk 8c «g , font toujours égales à mK 8c ML. 

Corollaire V. 

18. I L eft encore évident que la ligne hAt menée par le 
point A parallèle à DE , ou HT 5 8c qui rencontre les 
Afymptotes en h 8c t , eft égale à HT > ou à DE, 8c 
qu’elle touche l’Hyperbole N An en A 5 puifqu’elle eft di- 
vifée en deux également en A , comme HT l’eft en B } 
8c que CA = CB. 

Corollaire VI. 

19-L’On a(n°. 1 1. ) ML = — — y , £c MK = —-s- y, 

bbxx bx bx 

l’onaaufli(no. 13 ,)bb= vv = y* Hy,qui 

montre que B H' {bb) = KM x ML. 

Corollaire VII. 
ao. L’ O N tire de l’équation à l’Hyperbole xx — aa = 

ooyy , . aayy ay ay 

——cette autre équation aa = xx — =x- — - x^h — 

» ^ bb b k 
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mais GM — x , & MO = .v -+• — : car les trian- 

b b 

gles femblablcs HBC, CFG donnent HB {b). BC(a) 
: : CF ou PM {y). FG = — 5 & partant GM = FM 

b 

«• 

— FG = x — — , 8c MO = x •+■ — j d’où il fuit que 
b b 


OM x MG ( xx 


H 




t • • 

D E’ F I N I T I O N S. 

a x. S I l’on décrit ( Prop. i. ) dans les angles HCt, TCh 
par les extrêmitez D & £ du diamètre DE conjugué au 
diamètre AB , les Hyperboles oppofées RDS , rEf, ces 
Hyperboles feront nommées conjuguées aux Hyperboles 
oppofées MBm, N An, 


Corollaire VIII. 

2i. I l eft clair que les lignes Fît , Th palTeront par les 
points D 5 e £ , &c qu’elles toucheront en ces points les 
Hyperboles RDS , rEf, puifqu’elles y font diviiées par le 
milieu , comme AB , à qui elles font parallèles 8t égales a 
l’eft en C. 

Corollaire IX. 

a,.D’Oi il fuit queD£& AB font les axes conjuguez 
des Hyperboles RDS , rEf , fi DE eft perpendiculaire à 
AB ; autrement, elles en font deux diamètres conju- 
guez. * 

Avertissement. 

14. I Z n’ eft point neceffaire de démontrer que les Hyperboles 
RDS, rEf, ont les mêmes propriété que les Hyperboles 
MBm, N An ipuifque ce ne feroit qu'une répétition inutile. 

Di’finition* 
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D E’ F I N I T I O N. 

ij. S I l’on fait a. b:: i b . — que je nomme;, ]a ligne 
■dgale àp, eft appellée le paramétré du diamètre AB. 
Corollaire X. 

16. a. b :: ib . p, donne ap = ibb , ou aap = labb v 
d oil I on tire — - = — c’eft pourquoi , fi dans l’équa- 
tion à 1 Hyperbole xx — aa = — ~ } au lieu de — , l’on 

bb bb 

met fa valeur — l’on aura xx — aa = 1-- • d’où l’on 
P P 

rire xx — aa . yy : : ia .p , & fi l’on met en la place de 

“ un autre raporc égal ÜL l’on aura xx — aa — —.On 

bb n n 

ajoutera à ce Corollaire ce qu’on a dit (Arc. 12. n°. 9. 10. 

Corollaire X.I. 

17. Si l’on avoit nommé ( n°, 1 z. ) BP, x -, AP auroit 
été za -f-x , & l’on auroit trouvé cette équation iax h- xx 

= — , qui montre que lorfque les indéterminées n’ont 

point leur origine au centre de l’Hyperbole, il fe trou- 
ve des féconds termes dans fon équation. 

Corollaire XII.. 

28. S I dam l’équation à l’Hyperbole xx — aar=z°— ou 

bb 

zax -+- xx = , a eft = b , ces deux équations de- 

bb 

viendroient les deux fuivantes xx — aa es=yy , &c iax ■+* 

K 
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xx =yy , c’eft-à-dire , qu’alors A P x PB = PM' \ les 
diamètres conjuguez AB , DE feront égaux 5 ( n°. 9. ) 
les afymptotes à angles droits -, & tous les diamètres égaux 
à leurs paramétrés. 

L’on remarquera que ces deux équations à l’Hyper- • 
bole ne different de celle du cercle, &c les deux premiè- 
res de celle de l’Elliplê, qu’en ce que les deux quarrez 
inconnus, ont un même ligne lorfque l’un eft dans un 
membre de l’équation , & l'autre dans l’autre ; ou diffè- 
rens lignes , lorfqu’ils lont tous deux dans un même 
membre , & c’eft le contraire dans celle du cercle , .& de 
l’Ellipfe , comme on a remarqué ( Art. 12. n°. 13. );d’oà 
l’on conclura qu’une équation locale appartiendra tou- 
jours à l’Hyperbole , quelque mélange de confiantes qu’il 
s’y puiffe rencontrer, lorfque les quarrez des deux lettres 
indéterminées auront un même ligne , l’un étant dans 
un membre de l’équation & l’autre dans l’autre , ou des 
lignes differens , étant tous deux dans le même membre » 

& fouvent même lorfque les indéterminées s’y trouve- 
ront multipliées l’une par l’autre. Je dis fouvent: car il 
y a des exceptions à" faire qu’on trouvera dans la fuite. 

D E* F I N I T I O N. 

içf . L’H y p e r b o l e qui a fes afymptotes à angles 
droits , ou ( n°. 9. ) ce qui revient au même , dont les 
diamètres font égaux entr*eux & à leurs paramètres , elt 
appellée Hyperbole èquilatere ; pareeque l’axe d’une Se&ion 
conique elt appellé par Apollonius, latus tranfuerfum , & 
fon paramétré , latus retium. 

PROPOSITION VI. 

3 o. U iV E équation à t Hyperbole xx ■+■ cc' — dd = —1 f 

n 

étant donnée , décrire P Hyperbole. 

F 1 g. 70. Soit C l’origine des inconnues x qui va vers P ,6c y qui 
va vers p , & qui font un angle quelconque P CP , Ip 
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poincC fera auifi le centre de l’Hyperbole; puifqu’il n’y 
a point de fécond terme dans l’équation. En fuppofant 
i°.Que d furpaife r 5 foit ff =dd — cc , 6c mettant dans 
l'équation en la place de dd — cc fa valeur ff> elle devien- 
dra xx-~ff— — . Soit pris CB=f-, CB fera (,n°. 13.) 

fe demi diamètre de l’hyperbole qu i! faut décrire. Soit fait 
m . n - y V"-% fera ( Art. rz. n°. 11.) le demi diamè- 

tre conjugué CD. Ayant mené par S la ligne HST pa- 
rallèle à CD, 6c fait SH 8c ST chacune égale à v'sû’j. 
= CD ; l’on mènera les lignes CHS } CT K du centre C 
parles points H St T qui feront ( n°. 13. ) les afymptote$ y 
& l’on décrira l’Hyperbole ( Prop. x. ) par le point S. 

De’ MONSTRATION. 

E Lie eft évidente par les Art. 8c n°. que l’on vient de 
citer. 

30. En fuppofant zo. Que c furpaflè d , foit fait gg 

— cc — dd, 6c mettant dans l’équation en la place de cc 

— dd fa valeur gg, l’on aura xx+gg = — : mais par- 

n « 

ceque cette équation n’exprime point dans l’état où 
elle eft , la propriété de l’hyperbole démontrée ( n°. 13. ) 
ou dans la Prop. 5 : car xx -+-gg n’eft point égal à AP x 

PB ; il faut la changer en celle-ci — ~yy — — en 

mm 

multipliant par n , divifant par m , 8c tranfpofant, qui mon- 
tre que le demi diamètre exprimé par doit être pris fur 
CP exprimé par y. Ayant donc pris CD = \/*~ ; 8c fait 

» . m : : — . gg, g fera le demi diamètre conjugué à CD ; C 

m 

l’on mene préfentement par D la ligne tDH parallèle à 
CS , 5 c qu’on falfe tD 6c DH chacune = g; les lignes 
menées du centre C par 1 6c par H, feront les afympto- 
ties ; 6c l’on décrira l’hyperbole par le point D. 

K ij 
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De’ MO NSTRATION. 

E L L e eft la même que la precedente. 

PROPOSITION VIL 
Théorème. 

F 1 c. 71. 3 1. LJ NE Hyperbole BM , dont C efl le centre', AB & DE 
les deux axes , ou deux diamètres conjuguez, quelconques ; & 
CH , CT , les afymptotcs , étant donnée. St l’on mène ( n°. 6. ) 
par un point quelconque M autre que B la tangente E M F , 
qui rencontre les afymptotes en E & F. Je dis qu'elle rencon- 
trera le diamètre ÀBf» un point L , qui fera fituè entre le 
centre C , & l'extrémité B du même diamètre A B j & ’auc 
CP. CB CB. CL. % 

Ayant mené par A/les droites P MK parallèle a DE; 
on HT - y M O y. parallèle À CB, MI, parallèle à Ch\ 
& par le point B , les droites BG , B N parallèles aux 
afymptotes CT , CH , & nommé les données 6c confian- 
tes CB , ou CA , -, CD , ou B H $ ou BT , b ; BG , ou 

CNy c j B N y ou CG, d j & les indéterminées CP , x -, 
PM , y j CI , ou ( n°. 6 . ) IE,f s MI y ^,Sc CL,t. 

Il faut prouver que*, a :: a. t. 

De' MONSTRATION. 

L E s triangles -femblables CBT, CPK donnent CB [a). 

BT {b) :: CP (. x ) . PK = donc MK — — _ y , JL es 

a a J 

triangles femblables TBN, KMI, donnent b (TB), d 
[BN) :: ~ — y (KM). z^(M I) , d’où l’on tire 

bdx ady 

. Les .triangles femblables BNC, MIO donnent 

ab 

BN (d). NC (c):: MI{ïJ, !()=--> donc EO = 

d 
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ZI + IO=/-+-ji SC BN(d).BC(a):-.MI (xJ.MO 
= ^ . Enfin les triangles femblables EOM , ECL donnent 
/-*-? (EO). 2(0M):t tf( EC). t (CL) , d’où l’on tire 

f mais (Prop. i.) /£*= r</, 6c / = —, c’cfl: 

df -+-« z 

pourquoi en mettant ces valeurs de/6c de yî^ dans celle 


de r, l’on aura t — 


îadz 


. Or l’on vient de trouver 


dd-hzz 

%.= — — - } mettant donc cette valeur de 6c celle 

ab 

de fon quarré dans la precedente valeur de t , l’on aura 
après les réduûions t = — uwlbx . — 'hL : mais 

aabb -(— bbxx — labxy -b-aayy 

(Prop. y. ) aayy — bbxx — aabb ; c'eft pourquoi en mettant 
cette valeur de aayy dans la derniere de t , l’on aura après 
ks rédu&ions, t — ^ -, d’où l’on tire x . a-.: a. t .C.Q^F.D. 

Corollaire I. 

31. Il efl: clair qu’on peut par ce moyen, d’un point 
quelconque donné fur l’Hyperbole, mener une tangente 
fans le fecours des afymptotes, en prenant CZ troinéme 
proportionnelle à CP 6c à CB. 

Corollaire II. 

3 3 . S I de CP (x) l’on ôte CZ , l’on aura P Z = 
— — — pour l’exprelfion de la foutangente PL. 

X 

Corollaire III. 

34. S I de CB (a ) l’on ôte CL ^ } , î’on aura B L 

ax (jj > t 

, ou fi l’on fuppolè que CP [x) devienne infi- 

X 

R iij 



0 


Fie. 7». 
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niment grande , le point touchant M fera infinimenr 
éloigné de B -, fie effaçant le ternie — aa dans l’expreflion 
de J3L X p.ircequ’alors il devient nul par raport à ax „ 

l’on aura BL = — = a-, d’où il fuit que le point L tom- 
be en C , fie la tangente® M devient CE qui.eft l’afym- 
ptote de l’Hyperbole. 


PROPOSITION VIII.. 


Theorême. 


J1.U N E Hyperbole B M , dont C efi le centre -, A B 
DE j les axes conjugue étant donnée ; fi l’on fait CF & CG 
chacune égale à l'intervalle BD , ou BE , que l’on mene d’un' 
point quelconque M, pris fur /’ Hyperbole , les droites MF* MG, 
(jr ( n°. 51 . ) la tangente ML. Je dis que l’angle LM F fera 
égal à l’angle L Jvl G. . • 


. Ayant mené l’appliquée MP perpendiculaire à l’axe 
AB, fie nommé CB, ou CA , a -, CD, ou CE , b j CF ,, 
ou CG, ou BD, c 5 MF, K j, MO,f-, CP, x j PM, y -, PF 



PG , x •+■ c -, ôe CL ( n°. 3 1 .) — , donc FL 

* X 


ex — aa c 

ou , fie GL—c -h 

X 


aa ex -4- aa 

— y « • 

x x 


Il faut prouver que MF (zj . MG (fj y. FL ) 

/cx-\-aa\ 

. GL ^ Y::^— eue. ex ■+• aa. 

•Di’ MONSTRATION. 

Le s triangles reâangles F PM Se G PM donnent: 
A. xx — icx-+-ec -*-yy. — kKj & 

'B. xx -t- icx •+■ le 4- yy>— ff • mais (Prop. 4- ) 

€\ yy = hbxx <ul ’ b , & le triangle reélan gle BCD donne- 
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ib = ce — aa , mettant donc cette valeur de bb dans 

. ccxx — aaxx — aaïc -+- a' 

l'équation C, Ion a y y = , &: mettant 

4 4 

cette valeur de yy dans les deux équations A, 6 c B , l’on 
aura après les répudions & extradions de racines , ex — . 
aa = az^, 6 c ex -+■ aa = af\ donc ex — aa. ex -t- aa:: a si 
af:: s^. f-C. Q^F. D. 

Corollaire 

}«D’ O ù l’on voit que fi l’un des points F y ou G étoit 
un point lumineux , les prolongemens des rayons réfléchis 
à la rencontre de l’Hyperbole fe réuniroient à l’autre 
point G ou F. 

D E* F I N I T I O N . 

3 7. LEs points F & G font appeliez les foyers de l’Hyper- 
bole. 
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section VIII. 

Où l'on donne la méthode de réfoudre les Problème r 
, indéterminé % du premier ft) du fécond degré „ 
c'eft-a-dire , de conftruire les équations à la ligne 
droite , (3^ aux quatre courbes du premier genre , s 
qui font le Cercle , la. Parabole , l'Bllip/e (0- 1 Hj- 
. perbole ► 

MÉTHODE. 

XV. T ’O n a vû dans les Se&ions précédentes i<\ Que • 
M , les équations indéterminées, ou les lettres in- 
connues qui ne font multipliées ni par elles-mêmes ni en* 
tr’elles, appartiennent à la ligne droite, 8c que lorique 
ces équations n’ont que deux, termes , comme celle-ci 
ay — bx, ou x = y ; les inconnues x 8c y ont leur origine 
au point d’interfcéiion de deux lignes droites , dont l’une 
renferme tousses points qui iatisfonç au Problème, 8c 
l’autre, tous les points d’ôu menant des lignes parallèles 
à quelque ligne donnée, 8c terminées par la première 
la conftruclion du Problème fe trouve faite. 

a 0 . Que lorfqu’une équation à la parabole n’a que deux 
termes , l’un dcfquels eft le quarré de l’une des inconnues, . 
8c l’autre , le produit de l’autre inconnue par une quan- 
tité connue , comme ax —yy -, les inconnues x , &cy ont 
leur origine au fommet de l’axe, .ou d’un diamètre expri- 
mé par x , 8c que lorlqu’ellc a-plus de deux termes, l’o- 
rigine des inconnues n’elt point au fommet d’un diame. 
tre. .. ' a 

3 °. Que lorfqu’une équation au cercle , ou à I’Ellipfe, 
ou aux diamètres de l’Hyperbole, n’a que trois termes,, 
deux dcfquels renferment les quarrez des deux inconnues , 
8c le troifiéme eft entièrement connu, commet — xx — 

yy 
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aayy nm jy , . 

aa — xx — — , ou xx — aa — — les inconnues 
bb bb 


**yy 


y y 

x & y ont leur origine au centre de ces trois Ccflhbes , & 
que forfque ces équations ont des féconds ternies , l’origine 
des inconnues n’eft point au centre. 

4°. Que lorfqu’une équation aux afymptotes d’une 
Hyperbole n’a que deux termes dont l’un eft le produit 
des deux indéterminées , & l’autre un Plan connu comme 
xy — ab , l’origine des inconnues x Scy eft au fommet de 
l’angle des afymptotes , & que lorfque cette équation a 
plus de deux termes , l’origine des inconnues eft ailleurs $ 
l’on remarquera que les quantitez confiantes , quel- 
^jue compofées qu’elles fe puifTcnt rencontrer , ne changent 
rien- de ce que nous venons de dire ; puifque l’on peut 
toujours mettre en leur place des valeurs fîmples : par 

•*—b* 

exemple cette équation xx —yy 3 eft une équation 


au cercle dont le centre eft l’origine des indéterminées : 
car on peut trouver (Art. y. ) une quantité (impie dd — 

< 1 + y » 

• 5 de forte que mettant dd dans l'équation précé- 

0* *— £4 

dente en la place de elle deviendra dd — xx = yy. 

et 

Il en eft ainfi des autres. 

Nous avons donné dans les Serions précédentes la 
maniéré de conftruire les équations indéterminées du 
fecond*degré , c’eft-à-dire , de décrire les quatre courbes 
du premier genre par le moyen de leurs équations : mais 
ces équations étoient dans l’état où nous les venons de 
propofer ; c’eft-à-dire que l’équation à la ligne droite , à 
la parabole, & aux afymptotes de l’Hyperbole, n’avoit 
que deux termes } l’équation au cercle , à l’Ellipfe , & 
aux diamètres de l’Hyperbole , n’avoit que trois ter- 
mes parmi lefquels il n’y en avoit point de fécond : mais 
* lorfqu’on réfout un Problème , les équations où l’on ar- 
rive ne font pas toujours , ou plutôt , font rarement dans - 
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cec ctat. Ce qu’il y a de confiant, c’eft que lorfque les 
lettres indéterminées n’auront pas plus de deux dimen- 
fions , fu»qu 'elles foient multipliées par elles-mêmes , ou 
entr’elles , les équations appartiendront toujours à une 
des quatre Courbes du premier genre. Il eft même très- 
fouvent facile de reconnoitre jjar la feule infpeétion d’une 
équation à laquelle des quatre elle appartient, par ce que 
l’on a dit ailleurs , & il n’y a qu’un Cas où. l’on puifle fe 
méprendre , qui eft lorfqu’une équation renferme deux 
quarrez. inconnus , & que le produit des deux lettres in- 
connues fe rencontre encore aans quelqu’un de fes termes : 
car ces équations appartiennent fouvent à l’hyperbole^ 
& quelquefois au cercle , ou à la parabole , ou à f’Ellipfi^^ 
mais lorfqu’il n’y a qu’un quarré inconnu , & que le pro- 
duit des deux inconnues fe trouve dans un autre terme , 
l’équation appartiendra toujours à l’hyperbole, & il fera 
libre de la réduire aux diamecres , ou aux afymptotes , 
comme on va bien-tôt voir. 

Il fuit de tout' ceci que pour conftruire les équations 
qui ne font point dans l’état des précédentes , c’eft-à-dire , 
pour décrire les Courbes aufquelles elles appartiennent, 
ou il faut donner d’autres régies que celles des trois 
Sections précédentes , ou il faut donner des régies pour 
ramener ces équations à l’état où font celles des mêmes 
Sections, afin de fe fèrvir des mêmes régies dont on s’y 
eft fervi pour décrire ces Courbes : mais comme il va 
paroître un Livre de Monfieur le Marquis de l’Hôpital 
( pour l’intelligence duquel celui-ci ne fera peut-être pas 
inutile ) dans lequel on trouvera des Méthodes dè con- 
ftruire les équations indéterminées , telles qu’on les 
trouve en refolvanc les Problèmes , on a jugé à propos 
de prendre le parti de ramener les équations indétermi- 
nées qui n’excedent-point le deuxième degré , à l’état de 
celles par le moyen defquelles nous avons décrit les Se- 
ctions coniques dans les trois Seétions précédentes. Les ^ 
moyens dont on fe fert pour changer d’état ces équations, 
font nommées réductions. 
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DES RÉDUCTIONS 

^ # 

Des Equations indéterminées du premier & du fécond degré. 

i. Il n’y a que deux choies qui empêchent les équations 
indéterminées du fécond degré , d’être femblables , ou 
dans le même état de celles par le moyen defquellesnous 
avons décrit les Courbes aufquelles elles appartiennent 
dans les trois Serions précédentes. Ces deux chofes font 
les féconds termes, & les rectangles compofez j de forte 
que pour les réduire , il n’y a qu’à faire évanouir par les 
régies ordinaires les féconds termes* & changer les re- 
ctangles , ou produits compofez en des rectangles , ou des 
produits fimples. 

J’appelle rectangle compofé , le produit d’une lettre 
ou quantité connue , ou inconnue , par une lettre in- 
connue accompagnée par addition, ou fouftraétion d’u- 
ne autre lettre ou quantité connue fimple , ou compo- 
fée. Par exemple ay ~{~xy , eft un reCtangle compofé de 

a±x xy> aa-jray, eft un reCtangle compofé a fjry x a j 

--- — ax y ~ , eft un reCtangle compofé de aa ’—.^xxîay 
b b 

compofé d za-^b+x xy. Il en eft ainfi des 

autres. 

i. Il y a quelquefois quelque changement à faire pour 
rendre des quantitez complexes femblables aux rectangles 
compofez donc nous venons de parler. Par exemple aa 
— by, n’eft point le produit d’une quantité fimple par • 
une quantité complexe: car pour cela, il faudroit qu’il y 
eut un b dans le premier terme aa -, c’eft pourquoi il %ut 
( Arc j. ) changer aa en un rectangle Jdont un côté foie 

comme en bc, & mettant bc en la place de as } l’on 
aura bc — by = c — y x b. Il en eft ainfi des autres. 

Il y a des équations , où il n’y a qu’à ôter les féconds 
termes pour les réduire : il y en a d’autres où il n’y a qu’à 
changer les produits compofez en des produits fimples , 

Sij 




Digitized by. Google 



138 Application de l’Algebre 
& il y en a d’autres où il y a toutes ces deux chofes à 
faire. Les exemples fuivans ne laiflèront rien à éclaircir fur 
ce fujet. 

EXEMPLES. 

De la réduction des Equations en faifant évanouir les 
féconds termes. 

3 O N fçaic que la régie de faire évanouir le fécond 
terme d’une équation , eft d’égaler la racine du premier 
-+- ou — le coefficient du fécond divifc par l’expofant du 
premier à une nouvelle inconnue, ce qui donne une équa- 
tion que j’appelle rédufliom d’où l’on tire une- valeur de 
l’inconnue qui eft la racine du premier terme de l’équa- 
tion à réduire ; & fubftituant cette valeur , & -celle de 
les puiffances dans l’équation à réduire, elle fe change en 
une autre équation , où l’inconnue donc «n vouloir faire 
évanouir le fécond terme , ne fe trouve plus , mais il fe 
trouve en fa place la nouvelle inconnue de la rédu&ion, 
dont le premier terme cfl élevé à la même puiflànce que 
celui de l’inconnue que l’on a fait évanouir : mais qui n’en 
a point de fécond. Ceci eft général pour les équations de 
tous les degrez, quoiqu’il ne foie ici queftion que des 
équations du fécond. 

Exemple I. 

4. Soit l’cquation xx — ax -+-yy = by. Il eft clair que 
cette équation appartient au cercle , puifqu’elle renfer- 
me deux quarrez inconnus xx &cyy qui ont le même ligne 
* H- étant tous deux dans un même membre de l’équation: 
mqis les inconnues n’ont point leur origine au centre : 
caiHes deux quarrez inconnus xx &iyy ont chacun un fé- 
cond terme ax & by. Pour faire évanouir le fécond terme 
— ax , je fais x — A a — ^ ; donc* = ^-t- \a , Sc met- 
tant cette valeur de x, & celle de fon quarré dans l’équa- 
tion , elle deviendra 5^ — i aa -*-yy — by> où ^ eft un 
premier terme qui n’en a point de fécond. Pour faire 
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évanouir le fécond terme by , je le pafle du côté de ion 
premier afin quej^y garde fon figne -1- -, ainfi l’équation 
devient gg — i aa -4 - yy — by=o-, 8c faiiant y — ii j 
= u , l’on a y = h {b i & mettant cette valeur de y 
& celle de fon quarré dans l’équation en la place de y 
& de yy , l’on aura s^_ — i atr-y- uu — ± bb = o , ou ^ 
= ± aa -h ± bb — uu , qui montreroit que cette équa- 
tion appartient au cercle II on ne l’avoit pas connu d’a- 
bord, & qui montre que les inconnues s^8c u ont leur 
origine au centre j puifque ni l’une , ni l’autre n’ont point 
de fécond terme. Le demi diamètre de ce cercle eft égal 

+ • ■ j 

E X E M P L E U. * ' 

S * i . . 

Oit une équation xx -+- bx — 1 a,x — yy — o ; On 
voit déjà que cette équation eft àjune Hyperbole équila-, 
tere ; puilqu’elle renferme, deux quarrez inconnus avec 
differens fignes dans un même membre, St délivrez de 
toute quantité connue 5 en faifant x b — a — z^, 
l’on aura x = \ b a, & après les fubftitutions l’on 


aura gg — - bb ■+■ ab — aa — yy =o,ou zg _ — ^ bb 

ab — aa —yy •• mais fi a b fiirpalfe a il faudra tranf- 

pofer le terme connu : car en ce cas il eft pofitif, Sc dans 

d’équation à l’Hyperbole il doit être négatif j ainfi l’é; 

quation fera zgj=yy •+* ^ bb — ab -+• aa , ou les inconnues 

y ont leur origine au centre de l’Hyperbole, dont les 

demi diamettes conjuguez fônt égaux entr’eux 8c â 

l b-4,'o**'-i b. * '•’ '• ’ ’ - ' I ll \ 

1 ■ . • nu ■; • > . 

E X E M P t E • I I 1 . 


I ' J 


6. So I t XX . — t xy -v* by =ï= o j qui eft une éqqation où il 
y a un fcpoijd terme ixy peut appartenir, dndifïêreml 

ment aux deux premiers: mais parçeqjue le quarrp dp y ne 
s’y trouve point , il faut néceflàiremcnt le rapporcer à xx 5 

J Siij 
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faifant donc* — y = *, l’cquation lé réduira à ^ — yy 
-i- by = o : mais la réduction a fait naître un premier 
terme yy qui a pour fécond by -, c’eft pourquoi en tranfpo- 
lânt pour donner à yy le ligne -+- , l’on a ^ = yy — by , 
&c failânt y — { b ■= a •, l’équation fe réduira à =j uu — 
jbb y qui eft une équation§à l’Hyperbole équilatere,.où 
les inconnues xjbc u ont leur origine au centre. 

Exemple IV. 

7. SOrrxx — îxy — aa *♦- lyy = o , en faifant x — y 
= a^, l’équation fe réduit à celle-ci ^ — yy — aa ■+- îyy 
— o, ou ^ — aa ■+■ yy *= o , qui eft une équation au 
cercle , fi les inconnues xj£y font un angle droit y à l’Ellipfe, 
s’il eft oblique. 

Si dans l’équation à réduire xx — txy — aa lyy , au 
lieu de xyy , il y avoit — yy , ou — tyy &c , elle appartien- 
droit à l’Hyperbole dont les diamètres ne font point 
égaux 5 s’il y avoit •+• }yy ou +.yy &c , elleappartiendroit 

àl’Elliple } & fi au lieu de iyy t il y avoit ±by-*-yy , elle 
appartiendroit à la parabole. 

EXEMPLES. 

Des réductions en changeant les produits compofex en 
produits Jimplcs. 

O N réduit en changeant les produits compoféz en des 
produits fimples, toutes les équations où il n’y a point de . 
quarrez inconnus , qui font celles qui appartiennent à la 
ligne droite , ou aux afymptotes de l’Hyperbole ; celles 
ou il n’y a <ju’un quarré inconnu fans le produit des in- 
connues, qui appartiennent toutes à la parabole ; & celles 
où il n’y a qu’un quarré inconnu avec un produit des deux 
inconnues, qui appartiennent toutes à l’Hyperbole. O11 
pourroit aum réduire ces dernieres , en faifant évanouir le 
fécond terme, comme on a fait ( n®. 6 . ) auquel cas elles 
appartiendroient aux diamètres de l’Hyperbole : mais en 
les réduifant en changeant les reftangles compoféz en de 
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/Impies, elles fe rapporteront aux afymptotes. Toutes ces 
équations ne feront point entièrement réduites par cette 
fécondé maniéré de réduction , que lorfqu’elles ne renfer- 
meront que deux termes. 

Exemple V. 

8. SOit l'cquation, x -by — a,oux — d — jr, en fai- 
te nt a —y = l’on aura x = ^qui eft un lieu à la ligne . 

droite. Si l’on fait x -by = *^ l’on aura z^=a, qui eft 
aufli un lieu à la ligne droite: mais les deux inconnues 
d’une équation ne le doivent pas trouver dans une rédu- 
ction quand on peut faire autrement. 

Soit l’équation x — y = a — r , ou x = 4 — c -by: en 
faifant x — c -b y = a^, l’on aura x = 2^ 

Exemple VI. 

9. S O 1 T l’équation ax — by = aa , ou ax = aa -t- by , 
ou ax — bc -b'by , en mettant bc pour aa , ayant fàic c -b y 
= l’on aura ax = qui eft un lieu à la ligne droite. 

Exemple VII. • 

10. S O 1 t l’équation ax — xy = by , en faifant a — y 
= 2^, l'on a. y = a — ^ & mettant cette valeur de y dans 
l’cquation à réduire, l’on aura x\ = ab — £2^ qui a en- 
core trois termes j c’eft pourquoi , en tranfpolant , l’on a 
x^-+- bx^~ ab : & faifant x -+■ b *= u , l’on a u^= ab , qui 
eft une équation aux afymptotes de l’Hyperbole. 

Exemple VIII. 

1 i.S O 1 T abx — bey -b axy ; pareeque dans les équa- 
tions où il n’y a poinc de quarré inconnu , c’eft le pro- 
duit des deux inconnues qui en détermine le degré , il 
faut, avant que de les réduire, délivrer ce produit de 
toute quantité connue ; c’eft pourquoi en divifant toute 

l’équation par a , l’on aura bx — b xy , & faifant 


Voyci l'ar. 
ticle n. 
n*. J. 


xa .1 Application de l’Algebre 

L 'bç 

_+. x — z ^ l'on a x — z . — — , & mettant cette valeur 

4 , , bbc 

de x dans l’équation à réduire, Ion aura bz. = zy> 

ou bz. *y = — • fiç faifant encore b — y — u, l’on aura 

zu = — , qui eft un lieu aux afymptotcs de l’Hyberbole. 
Exemp'le IX. 

u. S O i T Téquation xx—ax — by , pour faire évanouir 
le fécond terme , on fera x — \ <*=t=^,&lon aura XL — 
i a* — by , ou XL= * <*a •+■ by , ou XL— bc + by , en met- 
tant bc pour i aa , & faifant encore c +y = v, l'on aura 
XX = bu, qui eft un lieu à la parabole dont le paramétré 
eft b. ; . . 

Exemple X. 

__ • / 

i y S O i t l’équation xx ± xy = ab. On peut réduire 
cette équation en faifant évanouir le fécond terme , & 
elle fe ^apportera aux diamètres de l’Hyperbole : car 
faifant x ■+; ^y = X, l’on aura zs — iyy = ab , ou zz . — 
ab = i yy. Mais pareeque xx -jr xy =■ x % x ’+iy, en faifant 
.v ± y = X» l’on aura zx — ab qui fe rapporte aux afy mptotes. 

Exemple XI. 

14. s O 1 t xx — xy — ty , on pourroit encore réduire 
cette équation en faifant évanouir les féconds termes, 
fie elle fe rapporteroit aux diamètres de l’Hyperbole : 
mais on peut auffi la réduire aux afymptotes comme l’on 
a fait la précédente : car en tranfpofant , l’on a xx = by 
■ xy -y fie faifant x -+* b = s^, l’on a x — z . — b , 6c mettant 
cette valeur de x dans l’équation à réduire, l’on aura zz. 
— ibz.-* bb = zy ■> ou Z.y ”+■ — ZZ-~ bb, & faifancjr 

-t- u , l’on aura uz,— bb y qui fe rapporte aux 

afymptotes. 

Construction 
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Construction des Réductions. 


»4J 


X VI. E N réduilânt les équations indéterminées, l’on 
en forme d’autres plus fimples , que nous avons nommées 
Rédu&ions. Et comme c’eft par le moyen de ces Rédu- 
éiions que l’on conftruic les premières^ l’on a jugé à pro- 
pos d’en donner ici la conftru&ion en particulier pour 
avoir plus de facilité à conftruire les autres. 

Toutes les Rédu&ions fe peuvent rapporter à quel- 
qu’une des fix Formules fuivantes , où a , b & c expriment 
des quantités connues quelconques complexes, ou in- 
complexes. 


»• x±a~X s 
1. a — x = Xj 
3. £ 


4- = ^ 

5. x±y±t==*z 

6 . x±;*f± ;c = z K 

Construction 


De la première Formule x 4- a = z. 

1. S O 1 t A le point fixe , ou l’origine des inconnues x ,f i g. 73. 
qui va vers H. & v qui va vers G . &c qui forment l’anele 
G AH tel qu’il doVêrre félon les qualitez du Problème, 
dont on fuppofe ici que l’on fait la conftru&ion. i°. Si la 
Réduélion eft x -4- a — il eft clair que la conftru&ion 
fe doit faite fur la ligne AH exprimée par x , & que pour 
avoir fur AH indéfiniment prolongée vers H une ligne 
égale à s^, il faut prolonger A H du côté de A en C, en 
forte que AC'= a : car l’on aura alors CA -4- AH =a 
+ x=^| &ainfi le point C fera alors l’origine, ou le 
commencement de s^qui va vers H , &de y qui va versg, 
en demeurant toujours parallèle à AG , de îorte que s’il 
n’y avoit point de Réduction pour^ , le point C feroit 
l’origine des inconnues de l’équation réduite, dont celle 
que l’on vient de conftruire eft une Rcdu&ion. 
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F j 0.74. z. Si la Rédu&ion eft x — l’on prendra le point 

C du côté de H par raporc à A , & l'on fera AC = a ; & 
le point C fera le commencement de qui va toujours 
vers H , & de^ qui va vers g parallèle à A G -, car alors 
AH — AC = C// = x — = s’il n’y avoir point 
de rédu&iorç. pour y, le point C feroit l’origine des in- 
connues de l’équatfon réduite. 

F i c. 7j. 3. Mais fi dans l’un ou dans l’autre, ou dans tous les 

74. deux Cas précédens, il y a une rédu&ion pour^< fembla- 
ble à la précédente , par exemple,^ -+- b = u l’on fera 
fur Cg ce que l’on vient de faire fur A H , c’eft-à-dre , 
que s’il yay-+-£ = «,on prolongera Cg en O , & s’il y a 
y — b = « , l’on retranchera Co ae Cg, en faifiint CO , 
ou Co — b > & le point O , ou 0 fera l’origine des inconnues 
de l’équation réduite u qui va toujours vers g , & s^qui va 
vers M, ou m parallèle à CH ; de forte que les nouvelles 
inconnues u font le même angle au point O , ou a que 
les premières x &Cy au point A , qui eft leur origine. 

CONTRUCTION 
De la fécondé Formule a — x = z. 

4. L’On voit par la feule infpeclion de cette Formule 
que les deux inconnues x & ^ font eqfemble égales à la 
Fig. 7j. grandeur a- y c’eft pourquoi A étant le commencement 
de x qui va vers H, ayant pris fur A H l’intervalle AC 
= **, le point C fera le commencement de g, qui en ce 
cas va vers A , &. dc*y qui va vers g parallèle à AG: car 
fi l’on prend librement un point D fur AC\ AD étant x, 
CD fera a — x =s^ ; & le point D n’étant point fixe ne 
peut être l’origine de g ; c’eft pourquoi puifque x a fon 
origine au point A , \ commencera nécelTairementau point 
fixe C, & ira par conféquent vers A. 

5. S’il y a encore une Rédu&ion pour y iêmblable à une 
des deux premières Formules , on la conltruira comme on 
a fait les précédentes. 
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Construction 

De la troisième Formule x 4 - y = z. 

6 . I O u t e s les Réclusions , où fe trouvent les deux 
inconnues x 8c y de l’équation à réduire, viennent des 
équations où les mêmes inconnues font muftipliées l’une 
par l'autre dans quelque terme, fie où l’une des deux, ou 
toutes les deux font quarrées. Or pour ne point fe trou- 
ver embarrafle dans ù conftruÇtion de la Réduction , la 
lettre inconnue de la Réduction qui eft multipliée par l’au- 
tre inconnue dans l’équation à réduire , doit être con- 
ftruite la première ; pas exemple, fi l’équation à réduire 
eft xx — xy s= ab ; foit qu’on faflè x — \y = pour faire 
évanouir le lëcond terme , foit qu’on faflè x — y = z, pour 
changer le rectangle compofé xx — xy , en un fimple xi 
il faudra toujours conftrüire y la première. 

Suppofons dans cette Formule que^y étoit multipliée, 
par x dans l’équation à réduire ; 8c foit^ le point fixe où Fi e. 7 6 . 
commencent les inconnues x qui va vers G, fie y qui va 
vers H, 8c qui fait avec A G un angle quelconque GA H. 

Si outre la Formule que l’on conftruit, il y a une rédu- 
ction pour y elle fera femblable à une des deux précé- 
dentes, c’eft-à-dire, qu'elle fera^ - 4 - b = #, & on la con- 
ftruira comme les précédentes en prenant fur .A H , pro- 
longée ou non prolongée félon qu’il y z y b , ou y — b , 
la partie AC , ou AD = b , 8c l’origine de l’inconnue » 
fera au point C, s’il y z y-h b — xi zu point D, s’il y a 
y — b — u , 8c ira vers H dans l’un 8c l’autre cas : mais 
s’il y a b — y = k , le point D fera l’origine de u qui ira 
vers A. Cela pofé. 

Si la Réduction eft = l’on prendra fur AD 
un point quelconque E, par où l’on mènera EF parallèle 
à A G, fie ayant prolongé EF en J?, en forte que EB 
= AE, l’on mènera de A par B la ligne AB indéfini- 
ment prolongée du côté de B , 8c B F =* BE -h EF = 

Tij 
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( Conft. ) AE ■+■ EF fera = x -+-y — fie le point A fera 
l’origine des trois inconnues x,y&c jç. Mais s’il y avoir une 
Réduction pour^ telle que celle qu’on vient de conftrui- 
re, l’origine des inconnues u parallèle à AH & ^paral- 
lèle à AG , feroit au point 0 ou F, où la ligne AB ren- 
contreroit la parallèle à AG menée par C ou par D ; de 
forte que les roordonnées de la courbe qu’il faut décrire 
font à prefent AB Se B F, ou OB Se B F , ou PB & BF. 

Si la Réduction croît x — y — les points B , 0 fie P 

feroient de l’autre côte de A FI. 

. * 

Construction 

De la quatrième Formule’ x -4- -L = z. 

7 - Elle eft la même que la precedente, excepte qu’au 
lieu de prendre EB = AE , il faut prendre EB telle que 
EB . EA :: a. b: car BF= EF ■+• EB ~x ± ^ 

CONST RUCTION 

De la cinquième & jixième Formule x -4- y -f- b — z , 

• x -t- — -4- c = z. 

— b — 

8, La conftrudbion de ces deux Formules ne diffère de 
celle des deux precedentes qu’à caufe de •+-£., fie de -4-cj 
c’eft pourquoi ayant conftruit ( n°. 6.S>cj.)x- : hy,&c *-+- 
F i c- 7 6 . on prendra fur AG prolongée du côte de A (en fuppofant 
qu’il y a -+- b , ou -w ) AI = b , ou =c j & l’an mènera 

f »ar / la ligne JK parallèle à AB qui rencontrera en JC, 
a ligne BEF prolongée du coté de B , fie KF fera 
= x -4-^ -4- b — oux-4-^p-4-r = ^jficle point / fera 

l’origine des inconnues^ fie s’il n’y a point de réduction 
pour y : mais s’il y a ufte réduction pour y, le point L ou M 
fera l’origine des inconnues u fie x ; de forte que les coor- 
données de la courbe qu’il faut décrire, font prefentement 

é 
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IK & KF , ou LK 6c K F , ou MK 6c KF. 

L'on a fuppofé qu’il y avoit -+• dans les deux réduétions 
que l’on vient de conftruire : mais il n’eft pas plus diffi- 
cile de les conftruire, en fuppofant qu’il y a par tout — , 
ou ■+■ 6c — , ou — ■ 6c : car cela ne peut que changer la 
pofirion des lignes AB 8c IK par raport à elles-mêmes, 

& à la ligne AH ; 8c dans tous les cas AB 6c IK feront 
toujours parallèles. 

* Construction 

Des équations , ou des lieux <i la ligne droite. 

XVII. A.U lieu de propofer fimplement des équations 
à conftruire, on propofera des Problèmes à réfoudre ; 6C 
. après avoir ramené les équations que l’on en tirera à 
l’état de celles des trois Seéiions précédentes, on en don- 
nera la Conftruélion , 6c enfuite la Démonftration. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

1 . ÜH angle G AH étant donné , il faut trouver au dedans F 1 g . 77, 
un point M , d'où ayant mené MP parallèle à AG , PM [oit 
égale à une ligne donnée A B. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu ,6c nommé la donnée 
AB, a j 6c l’inconnue PM, x $ l’on a par la qualité du Pro- 
blème x = a, qui eft une équation à ligne droite, 6c qui 
fournit cette conftruction. 

Soit menée par B la ligne BM parallèle à AH. Je dis 
que BM renferme tous les points #jui fatisfont au Pro- 
blème. 

De’ MONSTRATION. 

Ayant mené par un point quelconque N de la ligne 
B M , la droite N éjjiarallele à AG-, A N étant un pa- 
rallélogramme , l’on aura toujours QJI = A B , ou x = 
a. C. Q±F. D. T iij 

# 
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PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

F i g. 7S. 1. U A r angle G A H étant donné , il faut trouver dans cet 
angle un point M , d'où ayant mené M P parallèle à GA , AP 

PM fuient cnfcmble égalés à une ligne donnée KL. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , & nommé la don- 
née KL , a ; & les inconnues AP , x & PlM ,y } l’on aura 
par les qualitez du Problème x -h y = <* , ou y = a — x, 
qui eft une équation à la ligne droite : mais pareequ’elfe 
contient trois termes , je fais a — x = * : ce qui réduit 
l'équation à celle-ci = qui n’en a que deux , & qui 
donne cette ConftrucÜon. 

Ayant pris fur AH & fur AG les lignes AB te AC 
égales à KL , te mené la ligne BC. Je dis que tous les 
points comme M de la ligne BC fatisfont au Problème. • 

De’ MONSTRATION. 

A Caufe de la rédu&ion a — x — g , AB étant nom- 
mée a, te AP y x -, BP fera a — *ou^ dont l’origine 
eft ( Art. 16. no. 4. ) en B, te qui va vers A. Or puiïque 
{ Conft. ) AB = AC te PM parallèle à AC, PM fera 
égale à PB ; c’eft pourquoi AP -+- PM , ou AP-*-PB — 
KL , ou en termes Algébriques x -\-y —a. C.Q^F.D. 

PROBLÈME INDÉTERMINÉ. 

F 1 g. 7 p. 3 * D El) JT lignes parallèles AH , B K terminées en k çfB 
par une autre ligne AG qui fait avec elles un angle quelconque 
G AH , étant donné es^ie pofition. J l faut trouver dans l'an- 
gle G B K le point M , d’où ayant mené M P parallèle à GA , 
qui rencontre BK en E j ME fait à AP , ou à BE dans la raifon 
donnée de min. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé la don- 
née AB y ou PB , a ,bt les inconnues A P % ou BE ,x. 
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PM , y-, EM fera y — a > & l’on aura par les conditions 
du Problème^ — a . x : : m . n ; donc mx = ny — na-,&C 
comme l’on ne peut point trouver une fécondé équation , 
il fuit que le Problème eft indéterminé : Sc le lieu qui 
renferme tous les points qui fatisfont au Problème eft une 
ligne droite; puifque dans l’équation mx = ny — na , les 
inconnues x & y n’y font multipliées, ni par elle -mê- 
me , ni entr’elles. Pour réduire cette équation i deux 
termes , je fais^r — a = 5^, & mett^t * dans l’équation 
pour^ — a , l’on a mx — nz^ qui donne cette conftru&ion. 

A étant le point fixe ou l’origine des inconnues x qui 
va vers H, de y qui va vers G , à caufe de la réduction y 
— a = le point B devient l’origine des inconnues x 
qui va vers K , & *.qui va vers G ; foit pris BC — n , & 
mené par C la droite CD parallèle à BG & = m. Je dis 
que la ligne indéfinie BDI menée par les points B 6c D 
latisfait au Problème. < ’ 

Démonstration. 

A Y a n t mené par un point quelconque N pris fur 
B I , la droite N QJl parallèle à AG, ou à CD, les 
triangles femblables BCD, BQN donneront BC. CD:: 

BQ \ QJf, ou en termes Algébriques n. m :: x. x.-, donc 
mx = nx^ ou mx = ny — ï na , en mettant pour ^ la valeur 
y — a, qui eft l’équation que l’on a conftruite. C.QJF.D. 

CONSTRUCTION 

Des Equations ou des lieux au cercle. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

XVUI.U N E ligne A B étant donnée de grandeur & de F i c. 80 
pofttion. Jl faut trouver hors de cette ligne un point M , en forte 
qu'ayant mené de ce point aux extrémités^ A & B de la ligne 
AB , les droites MA,MB,/< quarrè de MA foit au quatre 
de MB dans la raifon donnée de m à n. 



ijo Application de l’Aigebre 

Ayant fuppofc le Problème réfolu , on abbaiflera dn 
point M fur AB la perpendiculaire M P , & ayant nom- 
mé la donnée AB,aiS>i les indéterminées AP, xi & 
PM, y ; PB fera a — x ; MA\ xx yy , ôc M B 1 , a.t — 
iax ■+■ xx-t- yy , & l’on aura par les qualitez du Problè- 
me xx ■+- yy ■ au — xax -+- xx -+- yy :: m . » ; donc nxx •+• 
nyy = mua — xmax -+• mxx ■+■ myy , ou en fuppofànt que 
m furpafle n , mxx — nxx — xmax h- maa ■+• myy — yy 

= o, ou.v.v m ^ yy — °> en divilant par 

m — n m — ■ 

m ni & comme on ne peut point trouver d’autre 

équation pour faire évanouir une des inconnues , il fuie 
que le Problème eft indéterminé ; & pareeque dans l’é- 
quation il y a deux quarrez inconnus délivrez de toute 
quantité connue qui ont mêmes lignes dans le même 
membre de l’équation, &c que les inconnues AP & PM 
exprimée par x Sty font lin angle droit ; il fuit que l'équa- 
tion appartient au cercle , ou ce qui eft la même chofe , 
que tous les points qui fatisfont au Problème font à la 
circonférence d’uh cercle 5 il ne s’agit donc plus que de 
le déterminer par le moyen de l’équation que l’on vient 
de trouver : mais comme il y a un iecond terme dans 
l’équation , il eft clair ( Art. ix. n°. 14. } que le point A qui 
eft l’origine des inconnues x 8c y n’eft point le centre de 
ce cercle ; pour le trouver il faut faire évanouir le fécond 

terme; pour ce fujet, je fais x — ~ qui réduira 

• YTlïUlû 

l’équation à celle-ci yy == , = car a y anc 

fubftitué — - . valeur de x & fon quarré dans l’équation 

m — a 

m* a* ma 1 . 

precedente , on aura — h 1- yy — °x 

J 1 m — n 

m — n 

\ 11 — » 

- m a c ma 

tuée de fon fécond terme. Mais réduuant oc 

a m — » 

m — * 

en 
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en même dénomination, il reftera ^ — mna +. y y ~ 0 


m — n 


mn4~ t mnaa 

~yy ■+■ K.Z.— - » ou bien^y = 1 où les in- 


m — n 


çonnues y & ^ont leur origine au centre. Or pour trou- 
ver le centre du cercle, ou l’origine des inconnues y &c 

il faut conftruire la réduction x — — = ^ Ce qui fe 
fait en cette forte. 

-A étant 1 origine des inconnues x qui va vers S , ôCy 
qui lui eft perpendiculaire, foit prife AC = ] e 

• m—n 

point C fera (Art. 1 6 . no. i. ) l’origine des inconnues y & jç- 
& par confequent le centre du cercle qu'il faut décrire: 

mais le terme connu de l'équation réduite mma 

mm — imn-t-m 

eft le quarré du demi diamètre du même cercle ; c’eft 
pourquoi fi du centre C & du rayon = Vmnaa (D ans 

m — n 

Vmnaa au lieu de mn, on peut fubftituer gg. Ainfi au lieu 
de y/mnaa , on aura vWgg = ag. Par confequent 

, m — n 

= = CD —CE.) Si, dis-je, du centre CSC du rayon 

tn—n 

CD ou CE l’on décrit le cercle DME, tous les points M 
de fa circonférence fatisferontau Problème. 


De’ monstration. 

Ay a n t abbailfé d’un point quelconque M pris fur la 
circonférence du cercle la perpendiculaire MP, par la 
propriété du cercle CD 1 , ou CE 1 — CP 1 — PM 1 , ce qui 

eft en termes Algébriques g^=yy- } 


mm — *m >-( -nn 


car 



iji Application de l’A l g e b r. e 

atr Y mnaa _ 

par conftru&ion CE= — = , & CP = ^ Donc 

r m — n WI — ■ 


CE — CP = 


Ymnaa 


1 mnaa 

Donc CE — CP x CE ■+■ CP = CE — CP — ^ 

. . * 

1 . imax 

Or PM = y. Donc 7 >Af = yy : mais ^ = xx 

.. Mettant donc cette valeur de *5, dans 


V mnaa 

■+■• jfc 

m — n 


mnaa 

__ if >ï 

1" 

N.V* 

m — n 
** v — — 

imax 

A A 

m — n 


mnaa 


mm — 


l’équation precedente , on aura après les réductions , 8c 
tranfpofitions mxx — nxx — imax -4- mua -4- myy — nyy 
= o , qui eft l’équation que Ton a conftruite. C. -D. 

PROBLEME INDETERMINE. 

ic. 80. 1. L PS memes chofes étant fuppofecs que dans le Problème 
precedent > il faut trouver le point M , en forte que *MA foit â 
M B dans la raifon donnée de m d n. 

En donnant aux lignes les mêmes noms que dans le 
Problème précédent, on aura par la qualité au Problè- 
me Vxx aryy . 'Jaa — iax -+- xx -+-yy donc n x 

V 'xx -Ÿ-yy— m x Vaa — lax xx -k-.yy , ou nnxx ■+- nnyy =s 

mmaa — immax -4- mmxx - 4 - mmyy, ou en fuppofant que m 
furpafle », 8c divifant par mm — »«, l’on aura xx 

— immax ■+. mmaa ; 0 , qui eft une équation au cercle 

mm — nn 

dont l’origine des inconnues x 8ey n’eft point le centre à 

— immax 


caufe du fécond terme 


faifant donc x — 


mm — nn 

uû 

* 


mm — nn 


: pour faire évanouir le fécond terme, l’cquation fe 
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. mnvwui * 

réduira à celle-ci car ayant 

m* — immnn-\~n* 

fubftitué valeur de x, 8c fon quarré dans l’c- 

m l — b 1 

. , m* a' m’a' 

quation precedente , on aura 2^ 1 h y« 


== o deftitué de fécond terme : mais réduifant ces termes 

m*a‘ m' a ^ . , . 

— 8c — ■ — en meme dénomination, il reliera it 

j » _» 

. . m — n 

m — » * 

m' h' •' , , 

■+* yy = o , ou les inconnues 2^ èc y ont leur 


origine au centre du cercle qu’il faut décrire. Pour trou- 
ver ce centre, il faut conftruire la rédu&ion x — mm * 

, mm — m 

= K: Ce qui fe fait en cette forte. 

Le point A étant l’origine des inconnues de l’équation 
à réduire x qui va vers B , & y qui lui eft perpendicu- 
laire j foie prife AC — - , au lieu de _H— = AC, 

* mm — nn m 1 — n l 

on aura — — = AC, fi on fait m — n.m-.-.m. —fL = d. 

m +* m — n 

Par confequent fubllituant d à la place de — -, on a 

, m — n 

aà 

=AC 5 le point C fera celui que l’on cherche : c’eft 

pourquoi fi du centre C, 8 c du rayon es» .""If-, qui eft la 

mm — nn 

racine du terme connu de l’équation réduite , l’on décrit 
le cercle DME , tous les points de fa circonférence fatis- 
feront au Problème. 
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Pour trouver CE ou CD = mM , il faut faire m— 


n . m : : n . 


= g . Donc fubftituant g dans l’équation 


precedente , on aura — — — = . Puis faifant 


m - 
«g 


».<*:: g . — — j — 1— fera égale à C£ ou CD qui fera 

m -f- » m — ( — i* 

le rayon cherché. 

On peut encore trouver plus Amplement le centre 
du cercle en cette forte } puifque . ; eft l’expref- 

, mm — nn 

Aon de la diftance du point A au centre que l’on cher- 
che , A l’on ôte fie A l'on ajoute à cette expreffion l’ex- 

preffion du demi diamètre qui eft - mM - , l’on aura 

mm—nn 

mm* — m rut , 

, fie ; , fie divifant les deux termes 


de la première fra&ion par m — », Se ceux de la fé- 
conde par m n , l’on aura — ' fie — *”* ; prenant donc 

m -J- n m — n 

ad = - ma - , fie AE = ma , DE fera, le diamètre du 

m -+- n m — « 

cercle, fie par conféquent le point C , qui divife DE par le 
milieu, fera fon centre, 

De’ monstration. 

Ay a nt abbaifle d’un point quelconque M la perpen- 
diculaire PM , partla propriété du cercle DP x P E=. 

_ mmmua 

PM 1 . Ce qui eft en termes Algébriques — ; 

— = y y : car D P = C D — CP, fie PE ■=. C 7) -+• 

CP. Donc DP x PEssCD — CP x CD ■+• CP~ 
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PM. Or CD = Jüü-, & CP =^.&: PA/ = v. 

«.1 «1 » 


Donc CD — CP x Cii-+- CP = 


— 


nr — o l 


•+■ «= yy-.mais zz = 

m 4 — m‘ — immwi-H»* 

xx , & mettant cette va'lcur de s^dans i’é- 


mw — nn 


mmrmaa — m aa 


XK 


quation précédente l’on a — 

m* — imnum -+- s* mm — m 

— yy,&ccn divifaite les deux, termes de la première fra- 


ction par mm — nn l’on a. xx — 


imm« -f- mmaa 


■yy—' 


qui eft l’équation que l’on a conftruite. C. Q c F ■ D. 


R e m a r q.u E. 

i. S I dans les équations à réduire des deux Problèmes 
précedens m eft égale à n , elles deviendront x = j a ; 
car dans ces deux Problèmes , les analogies le réduifent 
à celle-ci , xx -+- yy . aa — lax ■+• xx -*-yy : : i . i . Donc 
xx ■+• yy a= aa — lax -+- xx •+• yy ; ou bien lax = aa. 
Par confequent *= |-<*;ce qui montreque lelieuqui lâtisfaic 
au Problème eft une ligne droite qu’il faudra élever perpen- 
diculairement au milieu de A B , & fi m eft moindre que 
n , dans les réductions , & dans les équations réduites » le 
trouvera en la place de m , & m en la place de n , & le 
centre du cercle fera fur A B prolongé du côté de A. 


PROBLEME 


INDÉTERMINÉ. 


3 D EU JP lignes G A , H B perpendiculaires l’une à l’au- Fie. Srî 
tre , un point fixe D fur A G étant données ; il faut trou- 
ver dans l’angle G A H un point M par où (f- par D ayant 
mené la droite M D B qui rencontre AH en B , le reflangle 
M D x D B fait égal an quatre de la ligne donnée D A, 

V üj 
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Ayant fuppoie le Problème réfolu , mené du point M 
fur GA la perpendiculaire M P , Sc nommé la donnée 
AD, d\ & les indéterminées DP ,x j PM, y, à caufe 

du triangle rectangle D P M , D fera >/ xx H-//; & à 
caufe des triangles femblables PDM , ADB 5 DP ( x ) . 

DM ( v' xx -+-yy ) : : DA [a). DB = ■ Vx * } donc par 

* x 1 

, ... , _ ... ax x - 4 - ayv . 

la condition du Problème ( MD x DB) aa 

X 

(DA 1 )-, donc xx — ax -*-yy — o , qui eft une équa- 
tion au cercle où les inconnues x Si y n’ont point leur 
commencement au centre, parceque xx a un fécond ter- 
me — ax ; qu’il faut par confequent faire évanouir j c’eft 
pourquoi en faifant x — j a = on réduira l’équa- 
tion à celle-ci \ aa y y = O , ou yy = .l a a 

où les indéterminées^ & s^, ont leur origine au cen- 
tre que l’on trouvera en faifant DC = i AD = \ a , à 
caufe de la rédu&ion x — -j- a = 2^ & parceque le ter- 
me connu de l’équation eft ^ aa dont la racine eft a a 
= au demi diamètre du cercle , on décrira du centre C 
par D le cercle DMG qui fatisfera au Problème. 

0 

Démonstration. 

AYan t abbaifle d’un point quelconque M la perpendi- 
culaire PM, par la propriété du cercle, DP x PG — PM 1 , 
ce qui eft en termes algébriques ( DP étant ,x-,Sc.DG, 
a -, ) ax — xx =yy ,ouxx — ax -*-yy = o , qui eft l’équa- 
tion que l’on a conftruite. C. Q^F. D. 
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CONSTRUCTION 

Des Equations ou des lieux à la Parabole. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

XIX. D ED AT lignes parallèles AH , B G dont les extrè- Fie. Si. 
mites^ A & B font fixes étant données de pofition 5 il faut trou . 
ver entre les deux un point M , par où & par le point A , ayant 
mené la droite AMD & MP parallèle a AB ; BD fait à MP ; 
comme une ligne donnée m cfta AB. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , Sc nomme la don- 
née AB, a-, & les indéterminées A P, x -, PM ,y ; les 
triangles femblables M PA , A BD donneront M P {y). 

PA (x) :: A B {a) . B D — , 6c par les qualitez, du 

Problème f . y -..m. a i donc — yy , qui eft une équa- 

tion à la parabole , où. les inconnues x Scy ont leur origine 
au fommet du diamètre qui eft la ligne A El , fuivane 
ce qui eft démontré dans la quatrième & cinquième 
Section. 

Si l’on fait m . a :: a . £ =p i p fera le paramétré du 
diamètre AH , 8c l’équation fera px —yy , en mettant 
pour ~ fa valeur p , Sc l’on décrira par le moyen de cette 
équation la parabole A M fur le diamètre A H dont le 
paramétré eft p, comme il eft enfeigné { Art. 10. n°. u.) , 
il l’angle B AP eft droit , , ou Art. 1 1. n°. 11 , s’il eft obli- 
que. Et je dis que tous les points de cette parabole fatis- 
font au Problème. 

De’ MONSTRATION. •„ 

Ayant mené par un point quelcortque M , pris fur la 
parabole, la ligne M P parallèle à B A , l’on aura par la 
propriété de la parabole le rectangle de l’ablcifle AP x 
p = PM\ ce qui eft en termes algébriques px =yy , ou “J 
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t= yy , en remettant pour p fa valeur £ qui eft l’équa- 
tion que l’on a conftruite. C. Q^F. D. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

F i c . 8 1 , i . A Y A N T fuppofè les mimes chofcs que dans le Problème 
8 3* précèdent , & ayant prolonge PM en E. On demande que le 
tel que BD [oit d ME > comme une ligne donnée 

En laiflânt aux lignes les mêmes noîns qu’on leur a 
donnez dans le Problème précédent , ME fera a — y , èc 
les qualitez du Problème donneront-^ . a — yy : : m.aÿ 
donc iÿ = mn — my , ou =ay — yy , o\xyy — 

= Oj qui eft une équation à la parabole , parcequ’il n’y a 
qu'un quarré inconnu yy , & que les deux inconnues xécy 
ne fe multiplient point: mais parcequ’elle contient trois 
termes , le fommct du diamètre fur lequel il faut décrire 
la parabole, n’eft point en A ; quoique le point A foit 
l’origine des inconnues x &C y. Il faut donc réduire cette 
équation, afin de trouver par le moyen des réduftions le 
fommet du diamètre fur lequel on doicdécrire la parabole 
qui doit rélbudre le Problème. En faifant pour ce fujet 
y — j-a — u, afin de faire évanouir le fécond terme ay t 
l’on réduit l’équation à celle ci uu — ^aa ■+■ = o , ou 

uu — \aa — car le quarré uu doit être feul dans un 
des membres de l’équation , & comme il y a encore trois 
termes dans cette équation , l’origine des inconnues u & 
x, n’eft point encore au fommet du diamètre fur lequel 
on doit décrire la parabole ; il faut donc encore que les 
deux termes ~ aa — réduifent à un feul. Pour ce 
•fujet on cherchera i°. une 3e proportionnelle à m &cka , 
qui étant nommée b-, l’équation réduite fe changera en 
celle-ci uu = \ aa — bx, puifque -~= b. z°. Ayant pris bc 
= •- aa , l’on aura uu = bc — bx, en mettant pour \aai a 
valeur bc ; & faifant enfin c — x = s; , l’on aura uu = bx^, 
en mettant pour c — • x fa valeur x, qui eft une équation 


point M foit 
mà B A. 
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où les inconnues» & s^ont leur origine au fommet du dia- 
mètre fur lequel il faut décrire la parabole , & donc le 
paramétré eft b. 

Les réductions & les changemens que l’on vient de faire 
fournilfent la conftruCtion qui fuie. Il eft clair que la pa- 
rabole doit palTer par les points A & B : car fi dans l’équa- 
tion à réduire yy — ay -t-^ = o , l’on fait^ = o 5 les ter- 
mes où^ fe rencontre deviendront nuis, & l’on aura m 
= o , ou x =o, qui montre qu’elle palfe par le point A, 
puifque x & y s’y anéantiffent * & fi au lieu dey = o, on 
fait x = o , le terme fe détruira , & l’on aura yy — ay 
= o , d’où l’on tir e y =a , ce qui montre que la parabole 
paftê aufli par le point B ; puifqu’en ce cas le point P tom- 
bant en A à caufe de x — o , le point M tombe en B à 
caufe de y = a. 

Le point A étant l’origine des inconnues x qui va vers Fig. 8$; 
H , iiy qui va vers B -, à caufe de la première réduction 
y — { a = « , on divifera AB par le milieu en C , & ayant 
mené par Cia droite CF parallèle à AH y le pointe fera 
l’origine des inconnues u qui va vers A 8c vers B,&c x qui 

va vers F : & à caufe de la fécondé réduction c r — r 

ayant fait CF = e , alors le point F fera l’origine des in- 
connues ^qui va versC,& «qui demeure parallèle à AB> 

& le fommet du diamètre £C fur lequel l’on décrira 
( Art. to. n°. n , ou Art. tr. n*. n, félon que l’angle 
CA H ou ACF eft droit ou oblique ) la parabole AFB 
par le moyen de l’équation réduite uu = 6^ qui fatisfera 
au Problème. 

De’ MONSTRATION. 

A Y a NT mené d’un point quelconque M pris fur la 
parabole , la ligne MI parallèle à JC, l’on aura par la 
propriété de la parabole uu=b^,ouyy — ay -t- ‘Js — 0 , en 
remettant pour », pour s^, &pour b , leurs valeurs^ — la, 
c— x, , & pqur bc fa valeur i aa , qui eft l’équation 
que l’on a conftruite. C. Q^F. D. 

* 

X 
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PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

Fie. 84.1. \J N E ligne AB étant donnée de grandeur & de poftion. Il 
faut trouver un point M hors de cette ligne ; en forte qu'ayant 
mené la ligne M P parallèle à une ligne donnée A G , & qui 
rencontre À B , en P ; le reH angle A P x P B foit égal au re- 
ctangle de PM par une ligne donnée b. 

Ayanc fuppofé le Problème réfolu, foie diviféeAB par 
le milieu en C , 2 c nommé la donnée AC, ou CB , a -, 2 c les 
indéterminées CP , x 5 PM , y -, A P fera a -t- x, 2 c PB , 
a — x ; 2 c l’on aura par les qualitez du Problème aa — 
xx = by , ou xx = aa — by , qui eft une équation à la 
parabole où les indéterminées x 2 c y n’ont point leur ori- 
gine au fommet du diamètre fur lequel il faut la décrire. 

Pour réduire cette équation , jeprens bc =zaa , 2 c l’é- 
quation deviendra xx = bc — by , en mettant bc pour aa. 
Et faifant c -—y =*= « , Sc mettant u en la place de c — y , 
l’on aura xx= £# , que l’on conftruira en cette forte. 

Le point C étant l’origine des inconnues x qui va vers 
B 2 c vers A , & y qui va vers D parallèle à AG , à caufe 
de la réduction c — y =*, l’on prendra C D = c, & le 
point D fera l’origine des inconnues u qui revient versC, 
2 c x qui eft parallèle à AB, 2 c le fommet du diamètre DC 
fur lequel on décrira ( Arc. 10. n°. 1 1 , ou Art. 11. n°. n. J 
la parabole ADMB , par le moyen de l’équation réduite 
xx — bu, qui fatisfera au Problème. 

Démonstration. 

I L eft clair 10. que la parabole paflè par les points A & 
B : car (i dans l’équation à réduire xx = aa — by, on fait 
y = o, le terme — by deviendra nul , & l’on aura xx = 
aa -, donc x—y-a — CA , ou CB. 

z°. D’un point quelconque M pris fur la parabole ayant 
mené M P 2 c M à nC 2 c'à. CB , l’on aura 

( Art. 10. n°. 8. ) DQ^ DC:: QJrf ' . CB ' > ou en termes 
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algébriques », ou c — y . c :: xx . aa ,& partant aac — aay 
— = cxx : mais l’on a pris bc = aa -, l’on a donc c = ‘f - , & 
mettant dans l’équation en la place de c fa valeur-^, elle 
deviendra aa — ty = xx , qui eft celle que l’on a con- 
ftruite. C. Q^P. D. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

3 . U N angle G A H , & un point fixe B fur un de [et cbtezj i c. 8 j. 
AH étant donnerais pofition. Si parle point B onmene la 
droite BC perpendiculaire à AH , & d'un point quelconque P 
la droite PE parallèle à B C qui rencontre A G en E , & que 
du centre B , & du rayon P E l’on décrive un arc de cercle qui 
coupe P E en M * & comme l’on peut trouver une infinité de 
points comme M , il faut trouver une équation qui exprime la 
nature de la courbe que tous les points M forment. 

Ayant fuppofë le Problème réfolu , mené B M , Si 
nomme les données A B, a -, BC,b-, & les indétermi- 
nées BP, x -, PM, y-, AP fera, a •+• ar ; & les triangles 
femblables donneront A B {a). BC[b) :: AP(a-t-x) 

,P£ = — = ( Conft. ) BM } & à caufe du triangle 

n 1 il aabb -f- xabbx -f- bbxx 

reaangle B PM ,lon aura xx -b-yy — — — , 

• aa 

ou aaxx ■+■ aayy = aabb ■+■ xabbx -+- bbxx , ou en iuppofant 
que a furpafle b , aaxx — bbxx — xabbx ■+■ aabb — aayy , 
qui eft une équation d l’Ellipfe. Si l’on fuppofoit a moindre 
que b, l’on auroit bbxx — aaxx= — xabbx — aabb -t- aayy , 
qui eft une équation à l’Hyperbole. Enfin fi l’on fuppofe 
a— b, l’on aura , après avoir mis a d la place de b , & réduit 
l’équation d l’ordinair e,yy = xax -4- aa qui eft une équa- 
tion d la parabole, dont le fbmmet n’eft point en B à caufe 
qu’elle contient trois termes. 

Pour la réduire, on la divifera premièrement par x , 
afin que x ne foit accompagnée d’aucune quantité connue 
dans la réduction , Si l’on aura ±yy = ax-t- { aa, Si ayant 

Xij 
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fait x l’équation réduite fera \yy = a^ t ouyy 

= î^i^en mettant a^pour x-*-{a. Ce qui donne cette con- 

ftruûion. 

A caufe de la réduûion x •+■ -j a = s^, on divifera A B 
par le milieu en D , & le point D fera le fommet de l’axe 
DH t & la parabole fe trouve décrite par la conftruûion. 

De’monstrat i ON. 

A.Yant mené d’un point quelconque M pris fur la 
parabole, la ligne MP perpendiculaire à DH , par la pro- 
priété de la parabole , le paramétré de l’axe étant 
(Art. io. n°. 7. ) ia, l’on aura iaxj= yy , ou iax -t- aa 
=2 yy , en remettant pour ^ fa valeur x -+-{■«*. C. QJF. D. 

Remarque. 

4 C E Problème pourroit fervir de fondement à un Traité 
des trois Se&ions coniques 5 puifque la même équation 
convient à toutes les trois en faifant feulement J? C égale, 
moindre, ou plus grande que_^i?,& que c’eft auffi la 
même defeription pour toutes les trois. Je ne m’en fuis . 
néanmoins fervi que pour la parabole , tant pareeque les 
deferiptions que j’ai données de l’Ellipfe, & de l’Hyper- 
bole ne font pas moins fimples, que pareeque je n’aurois 
pû démontrer, comme j’ai fait, d’une maniéré générale * 
les proprietez de l’Hyperbole par raport à fes axes, &à 
tousfes diamètres. 

y. Il eft aifé de voir que B eft le foyer de la parabole 
AM } A y le point générateur AF parallèle à BC , 1 ^ 
ligne génératrice: car l’équation réduite yy — remontre 
que 1 a eft le paramétré, & par la conftruûion B D = 
DA — {a. Et pareeque (Hyp.) BC=.AB l’on a aufli 
AP = PE-= ( Conft. ) BM = FM 5 c’eft pourquoi cette 
defeription eft la même que celle de l’Article 10, comme 
pn vient de remarquer. 


Digitized by Google 





rr 

m 

L ± _ 

H 


A I 

a 



N 

Sa 

_c 

J 

& B 


*7 

n ^^/ 7 \ 




/// 


\ ' 


\j/ / / 


Cr Ja. 

d 

Lr -B\ r y 



iiiyiii 




«ftflg Rr. 


i^swîÿSw^*. 


'*■ ’'• : '-• , • . ' ' -■ • : #•**>**«* 



A LA GEOMBT1IÏ. l6j 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 


S i aiyy 

OIT une équation locale xx h -+- — .• — by — 

bb = o , qui appartient à une des quatre courbes du premier 
genre i puifque les inconnues x & y n‘ excédent point le fécond 
degré. 

Pour ramener cette équation à l’état de quelqu’une 
de celles des trois Seétions précédentes , je fais x h — - 


= 2 ^, pour faire évanouir le fécond terme L-- , & l’équa- 

b 


tion fe change en celle-ci 2 ^ — by — bb= o , ou 2 y^s= by 
-*-bb , où l’on voit déjà qu’elle elt à la parabole -, puifqu’il 
n’y a qu’un quarré inconnu mais les inconnues z^&iy 
n’ont point leur origine au fommet du diamètre fur lequel 
il la faut décrire , pareequ’il y a encore trois termes j c’eft 
pourquoi je fais encore y -\-b = u, & l’équation devient 
s ipj=bui, quieft femblable à celle de l'Art, io. 

Pour conltruire cette équation foit A l’origine des*in- Fig. S6i 
connues^ qui va vers H,Scx , qui fait avec AH un angle 
quelconque , fie va vers G ; à caufe de la deuxième réduction 
y-ïrb — u , on prolongera AH du côté de^cn /, enforte 
que AI = b , &l le point I fera l’origine des inconnues « 
qui va toujours vers H,&cx qui fait toujours le même angle 
avec I H, & eft parallèle à. A G. 


A caufe -de. la première réduction x h = 2 ^ , l’on 

b 

mènera par I la droite 10 parallèle à AG , & ayant 
fait 10 — a -, l’on mènera de O par A la droite OA K, 
& le point 0 fera le fommet du diamètre fur lequel 
il faut décrire la parabole : car fi par quelque .point 
B , pris fur A H l’on mené la droite P B M parallèle à 
10, l’on aura à caufe des triangles lèmblables^/ O 

X iij 
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ABP } AI {b). 10 ( a ):: AB {y). BP = ? j & par- 
tant P M ■= x ~ — z^ : mais parceque les coordonnées 

de la parabole font OP 6c T’A/, l’cxprelfion de OP doit 
fe trouver dans l’équation réduite aulli-bien que celle de 
PM , qui eft 6c au contraire celle de IB , qui eft « ne 
s’y doit plus rencontrer ; parceque ( Art. 10. ) une équa- 
tion à la parabole ne renferme que les expreflions de l’ab- 
ciflè , de l’appliquée , & du paramétré. Il faut donc trou- 
ver une équation qui renferme l’exprdfion de IB ( u ) Sc 
celle de O P, afin de faire évanouir u de l’équation ré- 
duite, 6c introduire en fa place l’expreflîon de OP. Pour 
ce fujet, je nomme la donnée OA * c -, 8c l’indéterminée 
OPy/i 6c les triangles femblables AIO, ABP donneront 
AI . AB:: AO . AP:&C componendo AI .IB :: AO .OP , 
ce qui eft en termes algébriques b .u:: c./i donc uc = bf\ 
6c partant u = ^ , 6c mettant cette valeur de u dans l’é- 
quation réduite s^= bu , l’on aura , & fi l’on fait 

— =/, l’on aura 8c l'on décrira par l’Article i o. 

n°. ii, ou par l’ Articlé 1 1 . n°. 1 1 , félon que l’angle OPM 
eft«droit ou oblique, la parabole O M qui fotisfera au 
Problème. 

De’ MONSTRATION. 

Ayant mené d’un point quelque M la droite M P 

f tarai lele à AG 5 OP étant , f i PM , *.•> 6c le paramétré ,/ -, 
’on aura par la propriété de la parabole /, ou 
bu, en remettant pour/ 6c pour /, leurs valeurs 6c j , 6c re- 
mettant encore pour 6c pour u , leurs valeurs xx-\- 

+ îÿ, 6c y -+■ b , l’on aura ** ■+■ ifâ? = by m- 

bb , qui eft l’cquation que l’on a conftruite. C. Q^F. JD. 

R. E M A R Q^U E. 

7. Il n’y a que la portion de la parabole qui commence 
en G , 6c va vers M qui rëfout le Problème , puifque x Si 
y commencent au point A. 
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Ifij 


Construction 
Des Equations , ou des lieux à l’Ellipfe. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

X X. (_J N triangle AB C étant donné , il faut trouver un Fig. 8; 
point M. hors de ce triangle , en forte qu ayant mené M P F 
parallèle à AB qui rencontre AC en P , & BC en F le quatre 
de PM , & le quarré de F P f oient enfcmble égaux au quart à 
de AB. 

Ayant (uppofé le Problème réfolu , & nommé les don- 
nées AC , a j AB , b j & les indéterminées A P ,x -, P M , 
y,C P fera a — x, & les triangles femblables CAB y 
CP F donneront CA(a).AB[b):: C P{a — x). P F 

= - ~~ - , donc par les qualitez du Problème 

ü 

eat b — iabbx -+- bbxx <uyy 

hyy — ob, ou xx — xax-\ = o,qui 

oa /J bb 1 

eft une équation à l’Ellipfe dont le point A qui eft l’origi- 
ne des inconnues x & y , n’éft point le centre , à caufe qu’il 
y a dans l’équation un fécond terme. 

Je fais donc pour la réduire x — a = *, & l’équation 

. aayy aayy 

devient par ce moyen ^ — aa -» — o , ou — = 

bb bb 

aa — d’où fuit cette conftru&ion. ' , [ 

La rédu&ion* — a = * , montre que le point C eft le 
centre de l’Ellipfe, puifqu’il n’y a point de rédu&ion pour 
y ; & l’équation réduite, en faiiant^ = o, donne -+- 
a j ce qui fait voir que 5^ va vers A & vers D , 8c fê ter- 
mine en ces deux points , & que par conféquent A D eft 
un des diamètres: ce que le terme connue de l’équation 
réduite fait aufli connoître : maispareeque le quarré connu 
aafe trouve encore avccyyi il fuit ( Art. ia. n 9 , 9. ) que 
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bb eft le quarré du diamètre conjugue au diamecre A D -, 
c’eft pourquoi fi l’on mène par le centre C la ligne G CH 
parallèle à A B , & qu’on fallè CG , & C H chacune = 
AB = b ; GH fera le diamètre conjugue au diamètre^ D, 
fie l'on décrira par l’Art, u. n°. n , ou Art. 13. n”. 37, 
félon que l’angle BAC , ou AC H eft droit, ou oblique, 
l’Ellipfe AG DH , qui iatifera au Problème, 

De’ MONSTRATION. 

A Y a n t mené librement la droite PM parallèle i 
CH, par la propriété de l’Ellipfe AP x PD . PM' : : CA 1 
. CG’, ce qui eft en termes algébriques xax — xx . yy r: 

eta.bb , d’où l’on tire xx — xax — = o. C. Q. F. D. 

bb 

PROBLEME INDETERMINE. 

F 1 c. 88. 1. U N triangle ABC dont les cbtez^A C , B C font prolong eg_ 
vers H & vers G étant donné. Si d'un point quelconque P 
pris fur la bafe AB , on éleve P EF perpendiculaire à AB , ou 
parallèle d quelque ligne donnée de pofition j il faut trouver 
quelle tfl la courbe qui divife EF , & fes femblables en M , d* 
maniéré que PE. PM : : PM . PF. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, mené CD parallèle 
i PM , & nommé les données AB , a ; AD , b j DC , c 5 
DB , d j & les indéterminées AP, x ■, PE, ^ ; PM, y ; PF , 
»• PB fera a — x -, & les triangles femblables APE, 
ADCStBDC, BPF donneront x[AP).sg[ PE ) : : b 
( AD ) „. c ( DC) , d’où l’on tire bsg= ex ; & d ( BD ) . c 
( DC) :: a — x ( BP ) . u [PF ) , d’où l’on tire du=ac — 
ex: & par les qualités du Problème, PE) .y [PM) :: 
y ( PM ) . u ( PF), d’où l'on tire xp *=yy 5 l’on a donc 
trois équations , que l’on réduira à une ieule , en faifant 
évanouir ^ fie #: ( car il ne faut pas faire évanouir x ècy -, 
parcequ’elles ont les qualitez requifes par la première fie 
huitième obfervation de l’Art. 4. qui font celles qu’il faut 
le plus exaélement fuivre dans les Problèmes indétermi. 

nez) 
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biyy 


briyy 


v6 7 


nez ) qui fera ax — xx — -JL . ou xx — ax 

cc ce 

0 , qui eft une équation à l’Ellipfe , que l’on conftruira en 
cette force. 

Ayant fait .v — j- a = ^ , l’équation fc réduira i 
celle-ci ^ aa -+■ —J = o, ou = JL aa * 

4 « « 4 x 

Or à caufe de la réduction x — i a = fi l’on di. 

y } k A* P ar ^ milieu en O , le point O fera le centre 
de 1 tllipie , & l’origne des inconntes ^qui va ver s B &c 
vers A , & fe termine en ces deux points ( car fi dans l’é- 
quation réduite on fait y = o , l’on aura ^ = 4- j. a ^ 

& / qui va parallèle à BC. Pour avoir l’expreffionduHe. 
mi diamètre conjugué au diamètre AB, on fera bd. cc •. : 

1 <U(C tu 

T aa ' Uî ’ & 'LvTd fera ( Art ‘ 1 *• n °- “• ) l’expreflion cher- 
chée; prenant donc fur KOZ parallèle à BC, O K &.ÛL 

chacune égale à — — , KZ fera le diamètre conjugué au 

diamètre AB. L’on décrira l’Ellipfe AMBL par l’Art. 
ïx. no. zi , ou Art. 13 % n°,S 7 - r 

* . — * — ■ *" *■■ *• — . fl 

De’ MONSTRATION 

Ayan t mené d’un point quelconque M pris fur l’El 
lipfe la droite MP parallèle à CD , l’on aura par la pro 
priété de l’Ellipfe AP x PB. PM> :: AB\ KL » . Ce qui 

eft en termes algébriques aa — xx.yy : : aa. J!L , d’où ' 

bd 

1. • 

1 on tire xx — ax h =0. C. P. D. 

R .E M A R Q^U E S. 

2. Si le point B étoit infiniment éloigné du pointé, 
la ligne .F Ci? feroit parallèle à AB, & dans l’équation 

* Y 


A 
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precedente ax — «sa -j > a deviendroient infini. 

ment grandes par raport anx autres lettres j de forte que 
le terme xx feroit nul par raport à ax , a feroit = d , 

. , • ttx . i 

St l’on auroit cette équation — = yy qui montre que la 

b 

courbe A MC feroit une parabole. 


3 . S I le point B ctoit de l’autre côté de A fur le pro- 

bdyy 

longement de AD , dans l’équation ax — xx = , a 

dScx deviendroient négatives , ôc il faudroit changer les 
lignes des termes où * , d & x ne font multipliées ni par 

ell?s-mêmes nientr’elles,& l’on auroitxx — xx — — • — . 

u 

tdyy 

ou xx — ax = —— , qui montre que la courbe A MC 
feroit alors une Hyperbole. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 


4 . S O i T l’équation xx — — ex ■+■ — = o , en fai- 


taa 


fant x -h — c—x ^ 3 l’équation à réduire devient jçç 

ia i 


— — CC-\- 
4 



bbyy 

444 


— o , ou yy -+■ 


iacy 


aacc- f- 4442 z 

7b 


= o , St faifant encore^ -t- — =* » , l’on a l’équation 

réduite..- _1±^_ =o,ou 
qui eft une équation à l’Ellipfè. 

i o. S?. Pour 1 * conftruire, foit le point A l’origine des incon- 
J nues y qui va vers H , & x qui va vers G, St qui font 
l’angle G AH tel que le demande le Problème d’où l’on 
fuppoiê que l’équation que l’on conftruic a été tirée. A 

« 
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caufe de la fécondé réduction^-*- £ = », l’on prolongera 
AH du côté de ^4 } & l’on fera AI = ? ; & le point I 
fera l’origine de « qui va toujours vers //, 5c de x qui 
demeure parallèle à AG. A caufe de la première rédu- 
ction * — ~ •+* t c == j l’°n mènera par 1 la droite 

Al x b 

I K parallèle â AG , Sc ayant fait IK= = JL c 

i» t * 

puifque A I =*£ y l’on mènera iC^ indéfiniment pro- 
longée : 6c pareequ’il y a encore dans la réduction ■+■ 
T c , ayant pris fur la ligne /JC prolongée KO *=* I r, 

l’on mènera O Z) parallèle à KA , qui rencontrera AH 
en R j & le point O fera le centre de l’Ellipfe 6c l’origine 
des inconnues u qui eft parallèle à A H , 6c ^ parallèle i 
AG :car ayant mené par quelque point B delà lign eAH y 
la droite PBCM qui rencontre OR en P , 6c K A en C : 

2?Cfera = .y : c&r AI. IK :: la . b-.-. AB (/).£<?=&: 


6c partant PM ( O = BM — BC ■+* CP = x — -j£ 
■+• { c. 


Mais pareeque les coordonnées de l’Ellipfê font OP 6c 
P M , , en fuppofant l’Ellipfe décrite , l’expreffion de O P 
doit fe trouver dans l'équà’tion rédwiee auffi-bien que celle 
de P M qui eft Au contraire celle de IB qui eft « ne 
doit plus s’y rencontrer. Il faut donc trouver une équa- 
tion qui renferme l’expreffion de 1 B ( u ) , 6c celle de 
OP , afin de faire évanouir u de l’équation réduite, 6c 
d’introduire en fa place l’expreffion de 0 P. Pour ce fu- 
jet , ayant prolongé A G en F , 6c nommé les données 

AI ( Conft. ) ~ j K A , ou O F , g -, 8c l’inconnue 0/, ou 
KCyf-, les triangles femblables A 1 K, A BC donneront 
AI. ABw AK. AC y 6c componcndo IB . AI :: KC , ou 
OP. K A , ou OP: ce qui eft en termes analytiques «. 


<u . .. , . .«/ lucclf 

— : g, d ou 1 on tire u= — , ou uu — , ■ 6c 
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mettant cette valeur de uu dans l’équation réduite , l’on 

4442Z ittut aaccjf 4 ggtz - ,, , 

aura — = — — ttL’ ou *= zgg — doit 

bb bb bbgg* cc 


l’on tire cette Conftru&ion. Soit faite OB = v'igg ; OB 
fera le demi diamètre de l’Ellipfê , & ayant fait 45g . cc 


. ; içg . M g “. = -L ce, foie prife 0 £>J= V— cc -, OQjeta. le 

4«g 4 4 

demi diamètre conjugué à OB, & l’on décrira ( Art. 1 3 
n°. 37. ) l’Ellipfe QSB qui rencontrera KA en S, & qui 
fatisfera au Problème. 


De’ MO N ST R A TI ON. 

AYan t mené d’un point quelconque M pris fur l’El- 
lipfe entre G Sc S l’appliquée M P parallèle à Oj^Par la 
propriété de l’Ellipfe OD 1 — OP'. PM' .-. OB'-. OQ » ce 
qui eft en termes algébriques îgg — jf. : îgg . 7 ce 

• « > d’où l’on tire ÎEÎÎ = igg — /, ou = 

**** 1 — uu, en mettant pour tfTa valeur ■ ^ ■ , &rédui- 
bb «* cc 

fant: mais par les deux rédu&ions précédentes l’on a 
les valeurs de ^ôc de uu ; c’eft pourquoi en mettant ces 
valeurs de z&Sc de uu dans l’équation précédente » l’on 
aura , après avoir ôté les fra&ions , 8c ce qui fe détruit, 

^aaxx — Atabxy - 4 - xbbyy -+- a^aaex =o,ouxr — ■ ■+• 

ex 4- — = o , qui eft l’équation que l’on a à conftruire. 

xaa 

C. Q^P- B. 

Remarque. 


5. Si l’on mene R N parallèle à AG, la portion G N de 
l’Ellipfe réfoudra le Problème fi le point N tombe entre 
G 6c S -, mais s’il tombe entre S & B, ce fera la portion 
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GS : car les inconnues x & y qui font celles du Problème 
qu’on vient de conftruire ont leur origine en A. Et x 

— -+- — c = ^neiêroitpoiutl’expreinondeiî^'jfilepoinc 

W tomboit entre 5 & Z). 

6. Si dans la Conftru&ion l’angle OP M s’éroit trouvé 
droit, & que dans l’équation — îgg — ff , zg = c , 

le lieu auroit été au cercle. Ce qui eft évident : car cette 
équation lèroit devenue %&== îgg — ff. 

Construction 


Des Equations , ou des lieux à F Hyperbole par raport à fes 

diamètres. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

XXI. U?/ angle droit H AG , & un point fixe B étant? 

ic. $(>: 

donnez^ de pofition fur un Plan , il faut trouver le point M 
dans cet angle , d'où ayant mené M F parallèle ù AB ^ MB 
du point M au point fixe B , MF foit èt M B dans la raifon 
donnée de m i n. 

A^nt fuppofé le Problème rcfolu, l’on mènera MP 
parallèle à AH, & en nommant la donnée AB } a ; & les 
indéterminées AP , ou FM ,x ; PM , ou AF, y ; B P fe- 
ra, x — . a i & les qualitez du problème donneront m.n :: 

FM ( x ) . MB — ^ , & à caufe du triangle rectangle 
B PM , l’on au ra xx — rax -t- aa -t-yy = , ou mmxx — • 

zmmax •+• mmaa -v- mmyy = nnxx , qui eft encore une équa- 
tion générale pour les trois Serions coniques comme 
celle de l’Art. lÿ.n 0 . j : car fi l’on fait m = »,l’on aur aaa — 
zax-\-yy= o , qui eft une équation à la parabole ; fi l’on fup- 

r r rr zmmax -+- mrrma mmyy 

pôle que m furpafle », 1 on aura xx 




Y iij 
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Et enfin ,fi l’op fuppolè que m foie moindre que n , 


Ton aura xx 


unmax — mmaa — mmyy 


t= o qui eft une cqua- 

nn — mm 

rion à l’Hyperbole par raport à Tes axes , à caufe de 
l’angle droit B P M mais pareeque xx a un fécond 
terme, l’origine des indéterminées Ar&^n’eft point au 
centre. Pour la. ramener à l’état de celle de l’Art. 14. 
n°. 1 2 , l’on fera évanouir le fécond terme en faifanc 

mma _ 

x •+■ ^ , & I on aura 

nn — mm » f — immnn +■ ™ 


mmaa — mmyy 


nn — rpm 


~ = o , & en multipliant le numérateur & 


le dénominateur du terme — 


par nn — mm pour 


nn — mm 

lui donner le meme dénominateur que celui de la fra&ion 
qui le précédé , & ôtant ce qui fe détruit l’on aura 

— . — == i— j ou les inconnues & y 

’ n * — immnn -f- m* nn~f~ mm , 

ont à préfent leur origine au centre de l’Hyperbole. 
Pour le trouver, foie prolongée ^ 4 B du côté de ^4 en C 

en forte que^C = - — le point C fera le centre cher- 


ché. Et ayant fait CD= 


, qui eft la racine du 


terme connu de l’équation ; CD fera le demi axe de l’Hy- 
perbole , & D f on fommer. Si l’on fait prefentement mm . 


nn — mm 


n * — imm/tn -+- m‘ B» — mm Vrm — mm 


exprime . 


ra le demi diamètre conjugué au demi diamètre C D } 
foit donc menée par le centre C la ligne CK parallèle à 


PM & égale 


, elle fera le demi axe conjugué à 


Ynn — mm 

CD. Il eft aifé d’achever ( Art. 14. n°. jo. ) & de décri- 
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rc par la première Propofition du même article , l’Hyper- 
bole AM qui facisfera au Problème. * J 


De’ MONSTRATION. 

Ayant mené d’un point quelconque M pris fur 
l’Hyperbole la droite MP perpendiculaire â .CG, l’on 
aura ( Arc. 14. n°. 1 3 . ) CP* — CD ' . PM ' : *: CD ' . CK': cé 

qui efl: en termes algébriques ^ mmmaa . . 

** — unmnn -f- m 

mmrwtt ruina mm , 

• 1 j d’où l’on tire après 
= mmyy , ou 


"* — immnn -f- m' rut — mm ptt mm 

les réductions nns^ — mmzy^ — »»»*»** 

rut — mtr. 

irnmax — mmaa — mmyy 


XX 


o , en mettant pour ^ la va- 
leur tirée de la rédudion x -K— ==^, 5c en réduji 

fane 1 équation. C. Q.F. D. ' ' • ’ ■ " 

* :? ' ; , ■ * îf .1 

PROBLEME INDETERMINE. 


*- C) f "C PP lignes AH,BG dont les extrémités: A. & B font T 1 c * 3 1, 

fixes , étant données î il faut trouver entre ces deux lignes un 

point M, par où &par le point A , ayant mené la ligne AMD, 
qui rencontre BG en D: & la ligne ? ME parade le à AB , qui 
joint les points A B j PM [oit k ED dans la rai fin donnée 
de m 4 n. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé la don- 
née AB , ou PE , a j & les inconnues AP, xy & JfM,y-, 

ME fera a — y , & les triangles femblables MPA , MED 
donneront MP{y). PA{x) :: ME (a—y).ED = = 

?! & les qualitez du Problème donnent y. ax ~*y 

y <■.•" :h fi -r*;i ft p 

ou 1 on tire yy -1 — p , qui eft une 

n 1 . - ; - 

équation à l’Hyperbole. 4 ■ 
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1 . • r • m:p 

Pour la réduire & pour la conftruire , je tais^ h- — 

*■ itt 

S = », êc l'équation devient uu — 


rvmxx 


4 nn 


mx 
ih 

max 

=0, CC 

R 


comme cette réduction a fait naître un premier terme 
""*** dont le fécond eft^, il faut encore faire évanouir 

4 «H * 

max pour ce fujet afin d’avoir xx délivré de toute quan- 

U 

tiré donnée, je multiplie toute l’équation par ^.nn, 8c je 

. ^nnuu 

la divife par mm, cc qui la change en celle-ci =. 

1 mm 

xx-t- i & faifant x ■+• — = s^, l’on a l'équation 


’ «0 1 


réduite * r " nm — zx — d’où l’on tire cette Con- 

im mm * " 

ftruûion. 

Le point A étant l’origine des inconnues x qui va vers 
jFf, 6 c y qui va vers B » à caufe de la fécondé réduc- 
tion foit prolongée en K, en forte que 


'AK = — j le point iC fera l’origine de < qui va toujours 
ver s H, St dey qui, ayant mené KO parallèle à AB , 
va vers 0 : à caufe de la première rédu&ion y — 

♦ v :: 

_ à; foit prife KO =■ =ajen mettant pourrie 

* K 1» 

- * • - t 

fa valeur —, & du point 0 par ^ ayant mené OAC 
m 

qui rencontrera MP prolongée en C, MC fera =/- *• 
— = car à caufe des triangles femblables A KO, 

x n 

APC, 
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r 7 f 

' APC, l’on aura AK ( — Y KO {a) :: AP (*)• ^0 = 

wwc y».r . r 

— ; & partant PM PC = y •* ; de lorte que O 

i n in 


efl: le centre de l’Hyperbole , & l’origine des inconnues ^ 
qui va vers G ( car le point 0 eft dans le prolongement 
de G B à caufe de KO- — AB ) &Cy qui demeure toujours 
parallèle à AB : Mais les coordonnées de l’Hyperbole 
font prefentement OC, & CM en fuppofant l’Hyperbole 
décrite ; c’eft pourquoi l’exprelfion de OC fe doit trouver 
dans l’équation réduite aufli-bien que celle de CM (a): 
au contraire celle de KP ( O ne doit plus s'y rencontrer* 
il faut donc trouver une équation qui renferme l’expref- 
fion de KP{ O & de OC, afin de faire évanouir a^de 
l’équation réduite , & d’introduire en fa place celle de OC. 

Pour cefujet, ayant nommé les données AK (Conft.) ^ j 
r A0, d-, & l’indéterminée OC, f-, l’on aura à caufe des 
triangles femblables KAO, PAC, AK. AOv.KP. OC, 


ou en termes algébriques — . donc<ft== — { ou 

m m 


\naf ^ mmimjw fp 

j^= — , ou z&— ; métrant donc dans l’équation 

md mmdd 

réduite en la place de jy^fa valeur que l’on vient de trou- 

41MUI1 inruutr 4 nnaa , . , r ddiau 

r — , ou en rcduilant — # 

mmdd mm aa 


ver, l’on aura 


=*ff — dd, & l’on décrira (Art. 14. n°. 30.) par le moyen 
de cette équation, l’Hyperbole AM qui réfoudra le 
Problème, 

De’monstivati on. 

Ayant mené d’un point quelconque M pris fur l’Hy- 
perbole la ligne MPC parallèle à B A , l’on aura par la 
propriété de l’Hyperb. AK\ KO 1 ::OC' — OA‘. CM 1 , 
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ddîlU 

ou dd. aa ; : Jf — dd. uu > d'où l'on tire — = Jf — dd, 

04 

mxy — max „ 

ou yy -+- -* = o y &C remettant pour Jf, pour uu & 

n 

pour leurs valeurs tirées des équations precedentes , & 
réduifant, C. Q. F. D. 

PROBLEME INDETERMINE. 

Fie. 51. 1. 1 L faut trouver dans un triangle donné ABC un point M , 
far où ayant mené une liçne DME parallèle à un des ebtex 1 
AC , & du point A par le meme point M , la ligne AMF, 
qui rencontre B C en F ; B F fou À BD dans la rai f on donnée 
de m an. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, foit menée JVfG pa- 
rallèle à BC, & nommé les données A B , a -,BC } b-, &C 
les inconnues AG , x * G M,y ; G B fera, a — x > & les 
triangles femblables AG M & ABF , CBA St MG D> 
donneront AG {x). GM{y)\\ AB (a). B F ■=. 2 ?, & 

CB (b). BA(a) :: MG {y).GD = ‘-ï j donc B D=a 

— x •+• 2^ , & par les qualités du Problème , l’on a m . 
» : : 2J ( BF ) . a — x ■+■■£ ( BD) , d’où l’on tire xx — ^ 

— ax *t* —p o , qui eft une équation à l’Hyperbole , & 
qui montre que la même Hyperbole doit palier par les 

•joints A &c B : car fi l’on fait x = o , l’on aura auflï 
y = o } d’où il fuit que les points G & M fe confondent 
avec le point A , qui par conféquent eft un des points 
de l’Hyperbole ; & fi l’on fait y =*= o , l’on aura x = a 
qui fait connoître que le point G tombant en B , le point 
M y tombe auflï ; & par conféquent le point B eft un des 
points de l’Hyperbole. Pour réduire cette équation, on 

fera x — ^ — {. * = , & l’on en tirera ^ =// -+• 

1 by — bb , & faifant encore y ■+■ b — ~ = " * 
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l’on aura l’équation toute réduite = uu •+• 
tmnab — 4 nnb , . av£c j e$ répudions donnent cette con- 

mmas 

ftru&ion. 

Ayant mené AK parallèle à BC , A étant l’origine des 
inconnues x qui va vers B &Cy qui va vers K-, à caufe 

de la fécondé rédu&ion^ ■+■ b — u, foit prife^/JC 

g— y aii* j K fera l’origine des inconnues u qui va fur 

AK de côté & d’autre de K, & x parallèle à AB. Et ayant 
divifé AB parle milieu en I, & mené IC-, à caufe de la 
première rédu&ion x = — M / t — i a=^_, foie menée KO 
parallèle à AB qui rencontrera IC prolongée, s’il eft né- 
ceffaire,en O ; le point 0 fera l’origine des inconnues ^qui 
va de part & d’autre du point 0 parallèle à AB , &c u , qui 
va de part & d’autre du point O parallèle à BC ,oüà.AK- 
car ayant mené AL parallèle à 10 qui rencontre KO en L s 
L 0 fera égale à AI = { a ; 8c à caufe des triangles fem- 

blables CBI, AKL, l’on a CB {b ) . BI (-7*) ” AK. 

(y) KL = —, &c partant KO = ^ -j «r. 


Mais pareeque ayant mené MB parallèle à AB , & 
prolongé GM en S, les coordonnées de l’Hyperbole qui 
doit être le lieu où le doivent trouver tous les points M , 
font préfentement OPèc PM -, c’eft pourquoi il faut in- 
troduire dans l’équation réduite l’expreffion de 0 P que 
je nomme/, 8c faire évanouir celle de S M qui eft u. Pour 
y parvenir; je nomme la donnée CI, d; 8 ci caufe des 
parallèles BI,PM 8c OS, l’on a CB. IC :: MS. OP ou b. </:: 


*./; 8c partant 


» = 


— 8c uu b —i mettant donc dans l’é- 
d dd 


quation réduite en la place de uu fa valeur — j que l’on vient 


dd 


Zij 
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. ,, \ddzz _ 4 mnabdi — innbbdd 

de trouver, 1 on aura = JJ -b- , qui 

u mmaa 

fèrvira à déterminer les demi diamètres conjuguez 0 .R, 
& or fur OP&cOK ,& l’on décrirai Art. 14.no. 30. ) l'Hy- 
perbole AMB qui réfoudra le Problème. 

De’ MONSTRATION. 

Elle eft femblable à celle des Proportions prece- 
dentes. 

Construction 

Des Equations , ou des lieux d l'Hyperbole par raportd fes 
afymptotes. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

Fic -îm- XXII. D EU JP lignes parallèles AH , BG , dont les extré- 
mité^ A (ÿ-B font fixes , étant données de pofition fur un Plan ■> 
fait une autre ligne C D menée librement perpendiculaire aux 
parallèles. Il faut trouver fur C D le point M , en forte que 
ayant mené des points A de B les droites AM , &' 3 M 3 l’ angle 
AM Cfoit égal à l angle BMD dans toutes les pofitions de CD 
parallèle à elle-même. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , foit menée BE pa- 
rallèle à CD , & nommé les données B E, ou PC, a j 
AE , b j & les indéterminées BD, ou Ec ,x ; DM , y ; 
AC ferai -4- x-, & C M, a— y. Puifque par la conftru- 
élion les angles ACM, BD M font droits, &par l’Hy- 
pothefe , l’angle AMCcga\ à l’angle BMD, les triangles 
ACM , BDM feront femblables * c’eft pourquoi l’on aura 
AC .CM :: BD . DM , ou en termes algébriques, b-t-x. 
4 — x .y j donc iy-+- xy — ax — xy , ou ^ by -b- xy — \ 
ax ( en divifant par 1. pour délivrer le produit des incon- 
nues de toute quantité connue ) qui eft une équation à 
PHyperlaole par raport à fes afymptotes , puifque aucune 
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des deux inconnues, n’eft élevée au quarré, & qu’elles 
font multipliées l’une par l’autre comme dans celle de 
l’Art. 14. n°. 4. Mais pareeque cette équation contient 
trois termes , il fuit ( Art. 14. n°. 4. ) que le point B qui 
cft l’origine des inconnues x & y , n’eft point le fommet de 
l’angle des afymptotes. Pour le trouver 8c déterminer la 
polition des afymptotes , il faut réduire l’équation en 
changeant les produits compofez en produits fimples. Fai- 

fant donc l £ -+- x = z^ l’on aura x ~ ^ { b , 6 c mettant 
dans l’équation en la place de x la valeur ^ — i b , l’on en 
tirerai ax ^ — yk — ^ ab , & faifant encore \a — y = u , 
l’on aura y = { a — », & mettant cette valeur de y dans 
l’équation précédente, l’on aura i ab , où les in- 

connues u 6 c ont ( Art. 14. ) leur origine au fommet de 
l’angle des afymptotes. Les deux rédu&ions précédentes, 
6c l’équation réduite fourniflène cette conftru&ion. 

A caufede la première rédu&ion x -h{b = on pro- 
longera D B en I en forte que B I = { AE b 6 c. 
ayant menc^ I K parallèle iBE y le point J fera l’ori- 
gi'nc des inconnues x qui va ( Arc. 1 6. n°. 1. ) vers G , & 
y qui va vers K. A caufc de la fécondé réduftion i a — y 
c= u , on prendra IK-=\BE = ~a y 6 c ayant mené 
KO parallèle à AH y ou à BG , le point K fera l’origine 
des inconnues ^qui va "vers 0 , 6 cu qui va ( Art. 1 6. n . 4. ) 
vers /, & le fommet de l’angle des afymptotes K I 6 c 
KO , puifque l’équation u\ — \ab n’a que deux ter- 
mes -, comme celle de l’Art. 14. On voit par l’équation 
»^= j ab , que l’Hyperbole doit paflèr par le point B , 
puifque i ab = \ a x \b = K J x JB. On décrira 
donc( Art. 14.) par le point B, entre les afymptotes KO, 
Kl, l’Hyperbole BM qui fatisfera au Problème. 


iSa Application de l’Algebre 
D e’ monstration. 

J\Y ant mené par un point quelconque M pris fur 
l’Hyperbole, les lignes CMD 6c MP parallèles à BE 8c 
à KO i l’on aura ( Art. 14. ) Kl x IB = KP x PM , ou en 
termes algébriques , ug — \ ah , ou { by -r- xy ■=* \ ax , 
en remettant pour g 6c pour u leurs valeurs tirées des ré- 
ductions. C. Q c F. D. 

1. Si dans cette équation on fait b = o, le point A fe 
confondra avec le point E, 6c l’on aura^ = { a , qui eft 
une équation à la ligne droite , 6c qui montre que le point 
M fc trouvera fur la ligne KO qui partage EB , 6c CD par 
le milieu. 

PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

F ic. 54 * 1 . Uat angle GAH , (£■ un point C, étant donnent por- 
tion fur un Plan. Si Ion mène du point C une infinité de lignes 
droites comme CD B, qui rencontrent les lignes AG, AH aux 
points D & B que l'on prenne fur chaque CD B un point 
M , en forte que CM foit toujours à DB dans la raifon donnée 
ale m à n. Il faut trouver une équation qui exprime la na- 
ture de la courbe qui pajfe par tous les points M. 

Ayant fuppofe le Problème réfolu , on mènera par le 
point donné C8c par le cherché M , les lignes CI, MK 
parallèles à AH, qui rencontreront GA prolongée en / 
& en K :8c ayant nommé les données AI , a-, IC , b ; 6c 
les inconnues IK,x -, KM, y, AK fera a — * ; 6c les 
qualitez du Problème donneront m. n :: IK{x). AB 
53 = ^ : car à caufe des parallèles , IK . AB : : CM. DB , 
donc KB =*=a — x -+• ~ , 6c IB = a-\- ; 6c à caufe des 

triangles femblables CI B, MK B, l’on aura£ {IC), a 
* 4 {IB)::y{KM). a-x-r-'-^ {KB) J d’où l’on tire 

= ’~ 2 -+xy, qui eft une équation à l’Hyper- 
bole entre fes afymptotes, qu’il faut réduire pour en dé- 
terminer la pofition. Faifant donc ~ -4- x = g , l’on a 
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* = üL — îr j 8c mettant cette valeur de x dans l’équa- 
tion, Toiï aura, apres avoir ôté ce qui fe détruit, en tranC 
pofànt, — - = z^y — Aç.; 8c faifant encore y 

— b=u , l’on aura — z, s, où les inconnues » 8c ^ 

ont leur origine au fommet de l’angle des afymptotes. 
L’cquacion réduite 8c les réductions fourniflènt la con- 
ftruâion fuivante. 

A caufé de la première réduction at=^, l’on pro- 
longera AI en O, en forte que 10 = =>, 8c l’on mènera 

Oj^parallele à /Cj à caufe de la féconde réduction ^ ■+■ st 

— b = u , en ^uppofant que m furpafle n , l’on prolongera 

Oj2jiu côté de O en R , en forte que O R = — b J 8c 

ayant mené RS parallèle à IB , les lignes feront 

les afymptotes, 8c R , l’origine des inconnues ^qui va vers 
S , 8c « qui va vers Si l’on prolonge CI en .F, .FC fera 

(conft.)'ÿ — b-+- b = 8c 0/ou A/ - étant (conft.) = *f} 
l’on aura Ai 7 x ,FC=i ~- 4 j c’eft pourquoi l’Hyperbole 

qui fatisfait au Problème pafTera par le point C. On la 
décrira par l’ Article 

De’ MONSTRATION. 

AV*» T mené d’un point quelconque M pris fur l’Hv- 
perbole, la ligne MKP parallèle à RQ^, l’on aura par fa 
propriété de l’Hyperbole RP x PM=^RF xpC 3 ce qui 

eft en termes algébriques = -"'f , ou m ‘ l ~ ~ tr - 

= T-’ + en remettant pour j^£c pour « leurs valeurs 
tirées des réductions. C. ^ P • -£>• 

j. Si m = n, la ligne .R<S fè confondroit avec 05, 8c 
70 feroit égale à IAi car l’équation à réduire devien- 
droit ab = œy ■+ xy , 8c la première réduction feroit a + x 
=s ^ , 8c il n’y en auroit point de fécondé. 


1S1 Application de l’Algebre 
PROBLEME INDÉTERMINÉ. 

F IG. p;. 4 . D EU A ' lignes droites AG , BH , dont les extrémité g A 
&B font fixes ,& qui étant prolongées concourrcnt en un point 
C , étant données de po fit ion ; [oit une autre ligne D E menée 
librement de tune à l'autre parallèle à une ligne donnée de po- 
fition. 1 1 faut déterminer fur DE, le point M, en forte qu'ayant 
mené AM &■ BM , t angle DAM foit toujours égal à l'angle 
E B M. 

Ayant fuppofé le Problème réft>lu,on mènera B K pa- 
rallèle à DE, & ayant divifé l’angle ACB en deux ega- 
lement par la ligne CO , on mènera par les points A & B 
les lignes AF &c i?/ parallèles à CO, qui'rencontferont 
DE en F & en J, & K B en L. Ces parallèles feront 
données de pofition, & JC Z, L B ou FJ & AL feront 
données de grandeur. Or puifque par la conft. les an- 
gles DAF , EBf font égaux, le Problème fe réduit à trou- 
ver fur FJ le point M , en forte que l’angle F A M foit 
égal à l’angle JBM. Pour en venir à bout , foient me- 
nées F P qui faflè avec AF l’angle AFP — AFD, ou 
B JM, &qui rencontre B J en P, Sa. MN~ parallèle .i F B. 
Il eft clair que les triangles F IP, MNI feront ifoceles: 
car les angles AFD-k-AFM = 1 droits = ( conft. )AFP 
-t- AFM — ■ AFM -4- MFP ■+■ FJ P = MFP -t- F J P -+- 
JP F donc AFM— J PF = F JP. Et pareeque le trian- 
gle F JP demeure toujours le meme, puifque la ligne FI 
demeure toujours parallèle à elle-même, fes cotez feront 
donnez de grandeur * & les triangles AFM , BNM fe- 
ront femblables. 

Nommant donc les données ZB , ou FJ , a 5 AL , fr\ 
JP, t-, & les inconnues FM , x -, LF , ou BI,y -, MI ou 
MN fera a — x, & AF, b+y, & les triangles fembla- 
bles F J P, M J JJ donneront F J (a). JP (c) :: MJ. 

\a — x).IN= - — donc BJJ=y-t~ dC . — - } & à 

a * 

caufe 
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caufe des triangles femblables, AF . FM :: BN. NM, 

ou en termes algébriques, b-\-y. x::y-\- - — -.a — .vjd’oii 

û 

l’on tire aab •+■ aay — abx — laxy = acx — cxx , qui 
eft une équation à l’Hyperbole que l'on peut regarder, 
ou par raport à fes diamètres , ou par raport à fès afym- 
ptotes : mais comme on en a conftruic de femblables 
dans l’article precedent, en réduifant les équations aux 
diamètres, on conftruira celle-ci en la réduifant aux 
afymptotes félon l’Article 15. n°. 14. L’on a en tranfpofanc 

. , . . aab 4 - cxx — abx — acx 

ce divilant par ia , — xy — \ay, & 

1 a 

faifant x — ~ a = l’équation fe réduit à celle-ci, 
‘ aab cz& — J aac — abz^ =yz , ou \ ab — -J- ac — 


yg^ 4- Ÿ bz ^ — 'ÿ, en fuppofant que b furpaffe £ c 5 & 
faifant encore y + iL — £ — u , l’on aura l’équation 
réduite ±ab — £ ac = uz^, qui appartient à l’Hyperbole 
par raport à fes afymptotes , 6 c où les inconnues u 6 c ^ 
ont leur origine au fommec de leur angle. Les rédudions 
& l’équation réduite donnent cette conftrudion. 

Le point L étant l’origine des inconnues x qui va vers 
B , & y qui va vers F -, à caufe de la première rédu&ion 
x — — on divifèra Zi? par le milieu en R , & le point 

R fera l’origine de 2^ qui va vers B , Sc de y qui va vers 

Ayant mené RQ parallèle à BP j à caufe de la fécondé 
réduéHon_y -*-{ b — = on prolongera QJi en 5 , 

en forte que R S = -i b = LA , & ayant mené 5 T 
parallèle à R B , le point S fera l’origine des inconnues s<_ 
qui va vers T, de u qui va vers Q^, êe le fomniet de l’an- 
gle des afymptotes qui feroient S Q^ée ST, fi la féconde 
rédudion étoit y 4- b = u : mais elle eft y i b — ~ 



1R4 Application de l’Algebre 
= u y c’eft pourquoi foie prolongée IB du côté de B y qui 
rencontrera ST en V,8c ayant fait VY =if =zljp } 
foie menée 5 JT, & du point M la ligne MJT parallèle à 
IB, qui rencontrera 52* en JT,ècSY en z, fie ZJT fera 

car Sv(i*)-VyÇs. c ^ : :SJT{ zj. JTZ = fjj& par- 
tant MZ{u)—y-+\b.— £, UBYz=*\b—{\, Sc alors 
les lignes SQJ& S Y feront les afymptotes -, Sc par confé- 
quent S Z fie ZM , les coordonnées. 

Il n’efl: pas cependant neceifaire de faire évanouir l’ex- 
prcflîon de S JY — j^de l’équation réduite , pour introdui- 
re en fa place celle de Sz : car i°. Soit qu’on le fafl’e ou 
non , on trouvera par le moyen de l’équation réduite , 
que l’Hyperbole doit toujours palier par le môme point s 
comme en ce cas , où l’équation réduite eft ~ ai — \ac 
= ux^ ; le terme connu ~ ab — \ ac — \ b — > jt 

x —-a = B Y x SV , fait connoître ( Art. 14. n°. iz. ) 

que l’Hyperbole doit paffer par le point B ; 8 c fi l’on nom- 
me S Y,d; fie S Z , fi pour introduire l’expreflîon S Z dans 
l’équation réduite en la place de celle de S JT, l’on aura 
à caulè des triangles femblables SVY , SJTZ , SV. S Y :: 
S JY. Sz , ou en termes algébriques \ a. d :: f, d’où 



— ÿ ac ==*s^ > en la place de ^fa valeur^, l’on aura 

— bd Lcd =fu y dont le terme connu — bd cd 

» ♦ * * 

= _L b— — c.,% d sss B Y x ST, montre comme aupa- 
ravant, que l’Hyperbole doit padèr par le point B. Ce 
que l’on connoît auflipar l’équation à réduire aab •+• uay 
p~ abx — z axy = aex — ex x : car faifant x — a, afin 
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que le point M tombe en B , l’on aura aab aay aab 

— 1 aay = aac — aac , d’où l’on tire y= o ; .d’où il 
fuit que l’Hyperbole paffe par le point B, puilque B J s’v 
anéantit. ' 1 

i°. Le reffangle SV x Br, ou RB x Br étant égal â S O 
* SA', le redangle Sr x Br fera ( Art. 14. no. 6. ) éea T 
au redangle SQ^x SZi d’où l’on voit qu’il cft en quelque 
façon plus fimple de réduire ces fortes d’équations aux 
afymptotes de l’Hyperbole que de les réduire aux diamè- 
tres. Si donc l’on décrit par le point B entre les afympro- 
tes SQ^ Sr l’Hyperbole BM, elle làtisfera au Problème. 

De’ MO NSTRATION. 

Ayant mené d’un point quelconque M pris fur l’Hy- 
perbole la droite MZJf parallèle à QS } parla propriété 
de l’Hyperbole ( Art. 14. n°. 6 .), l’on a SV x Br=Sr 

x Mz, ou en termes algébriques J_ a b 1 „ r 

4 « 

, d où l’on tire aab -+- cxx — acx — abx = mxy 

aay, en remettant pour #& pour ^ leurs valeurs. C.Q^F.D. 

C o rollaire I. 

j. S I les parallèles AP, B1 croient perpendiculaires à 
DE, les points P & JV fc confondroicnt avec le point J 
Sc JP = c deviendroit nulle ou = o . c’eft pourquoi 
il faudroit effacer tous les termes où c fe trouve dans 
1’équation à réduire aab -h txx — acx — abx == 1 axy — 
aay, & 1 on auroit, ab — bx = 1 xy — ay, que l’on con- 
ftruiroit comme celle du premier Problème de cet article. 

Corollaire II. 

G S I outre cela le point A tomboit en K, AL = b de-*’ 
viendroit nulle , & l’on auroit x « -1 a , en effaçant 

tous les termes où b fe rencontre dans l’équation ab 

A a ij 
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bx = xx y ay, & le point M Te trouveroit dans la ligne 

droite X^mcnce _par le milieu de K B parallèle à IB. 

Corollaire III. 

7. L E s cliofes étant fuppofees comme dans l’énoncé 
du Problème n°. 4. Si xAL = 1 P,om xb ■= c dans 

l’équation réduite -L ab ac = gu , l’on aura — ab 

4 1 ■» 

= _L ac, & partant gu = oj d’où il fuit qu’en ce cas 

l’Hyperbole fe confond avec les alymptotes, & que par 
confequcnt le point M fe trouvera dans la ligne À £^_qui 
eft une des afymptotes. En effet en ce cas T’équarion à 
réduire devient aab xbxx — 3 abx — xaxy -+■ aay = o , 

en mettant xb en la place de c , qui étant divifée par xx 

— rf = o, il vient Av — ab — ay — o, &C l’equation îx 

— a — o , donne x = — a , qui montre que le point 

M fe trouve dans la ligne R Q ■■ menée par le milieu de 
LB parallèle à AL. 

Corollaire IV, 

8. ErN f 1 n fi 1 AL eft moindre que I P , ou que le 
point A , fe confonde avec le point K, ou qu’il fe trouve 
au deflous de K, l’Hyperbole lè trouvera de l’autre côté 
de RQ^, & pallêra par le point A : car dans l’équation 

réduite J_ ab -ac =«z/ — ac fupalTera — ab dans le 

4 » ' » 4 

premier cas ; — ab fera nulle ou = o dans le fécond 5 & 
dans le troifiême, b deviendra négative de pofitive qu’elle 
’^étoit. Ainfi la quantité J- ab — _L ac fera toujours né- 
gative , & partant l’Hyperbole fe. trouvera de l’autre 
côtç de RQ. 
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R E M A R Q^U E S. 

9- Lorsqu’on veut réduire ces fortes d’équations 
à l’Hyperbole par raport à fes alymptotes il faut ob- 
server t°. Que fi la lettre it#onnue qui n’eft point quar. 
rée dans l’équation , fe trouve multipliée par une quan- 
tité connue dans quelqu’un de fes termes , autre que 
dans celui où elle fe trouve multipliée par l’inconnue 
qui eft quarrée, il fauc mettre tous les termes où l’incon- 
nue qui n’eft point quarrée fe trouve dans un des mem- 
bres de l’équation , & tous les autres termes dans l’autre, 
& faire la première réaction fur le membre où l’incon- 
nue qui n’eft point quarrée fe trouve. 

i°. Dans la fécondé réduction (qui feroit la feule, fi 
la lettre inconnue qui n’eft point quarrée ne fe trouvoit 
point feule dans quelque terme de l’équation ) la lettre 
inconnue qui n’eft point quarrée doit toujours êtrepofitive. 

3 °. Dans l’une & l’autre rédu&ion, l’inconnue qui n’eft 
point quarrée, doic toujours être délivrée de toute quan- 
tité connue. 

4°- Quand on ne veut point fe donner la peine de faire 
toutes ces réflexions , il n’y a qu’à réduire ces équations 

à l’Hyperbole , en les regardant par raport à fes diamè- 
tres, où il n’y a aucune précaution à prendre. Il faut 
éclaircir ceci par un exemple. 

Exemple. 

S —. ... . ajb •+■ ex* — abx — aex t 

0 1 T requation = xy ay , 

M 1 

qui eft celle que l’on vient de conftruire. Si on fuppofe 
que le point A tombe en K , AL = b deviendra nulle 
ou = o ; c’eft pourquoi en effaçant tous les termes où b 

le rencontre , 1 on aura = xy ay que I on 

X* X 

fepropofe de réduire à l’Hyperbole par raport à fes afym- 

Aa iij 
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ptotes , & dont les termes font difpofez dans l’un 6c l’au- 
tre membre de l’équation félon ce qui eft dit dans le pre- 
mier cas de la remarque précédente. 

Faifant donc x — A a = ^ l’on réduira l’équation A 
celle-ci — iay^= \ Wac , ou 01 — = a ac% jl 

faudroit pour faire la fécondé réduction prendre £ — y 
= « •, mais pareeque l’inconnue^ qui n’eft point quar- 
rée dans l’équation à réduire fe trouve négative dans cet- 
te fécondé réduction , 6c qu’elle y doit être pofitive , les 
réduâions que l’on vient de faire ne ferviront de rien. Il 
faut donc changer les lignes de^ tous les termes de l’é- 
quation pour la réduire de nouveau , 6c l’on aura V x ~. tx l 

i a 

— \ a y — xy, te en faifant ~ a — x — , l’on rédui- 
ra l’équaftion à celle-ci A ac = -f- ss t & faifant^ 

E = * i ^’ 0n aura f *c = tf. Les rédu&ions 8c l’é- 
apation réduite ferviront à décrire l’Hyperbole , qui paf- 
fera par le point K ou A qui ( Hyp. ) ne font qu’un 
même point. On voit encore par l'équation à réduire que 
l’Hyperbole doit paflèr par le point K : car fi l’on fait 
x = o , l’on aura auffi y = o , d’où il fuit que les coor- 
données s’anéantilfent au point K. 
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SECTION IX. 

Où l'on donne la, Mctbode de conflruire les Problèmes 
Solides détermine % , par le moyen de deux équa- 
tions locales , ou indéterminées , lorfque l'une des 
deux fe rapporte au cercle , ou y peut être ramenée. 

MÉTHODE. 

XXIII. T Es inconnues de ces deux équations étant les 
I y mêmes, elles auront leur origine en un même 

J oint , & ayant conftruit ces deux équations l’une après 
autre par les réglés de la Seftion precedente , les points 
où les courbes aulquelles elles appartiennent fe couperont , 
rjcfoudront les Problèmes , comme on va voir par les 
exemples qui fuivent. 

Exemple. I. 

Problème Solide. 

1 . U N demi cercle A M B dont te diamètre efl kü , & le p IG 
centre C , & une ligne GH perpendiculaire à AB , étant don - 
nez^dc pofition , il faut trouver fur la circonférence le point M , 
par oit ayant mené du centre C , la droite CME, qui rencon- 
tre GH en E , & par le mime point M , la droite MH paral- 
lèle à AB , qui rencontre la meme GH en H ; HE fait égale 
au demi diamètre CB du m cercle donné , ou à une autre ligne 
donnée. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , on abbaiüera du 
point M fur AB la perpendiculaire MP > 8c ayant nommé 
les données CB , ou CM, ou ( Hyp.) H£ 3 a -, BG , b ; 
Scies indéterminées CP , xi PM, y\ PG, ou M H fera. 
<t+-b — x, Sc les triangles femblables CPM , M HE, 
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donneront x , ( CP) .y ( P M ) : : a •+■ b — x ( MH ). 

( HE ) , d’où l’on tire ax = ay -+- ly — xy , qui cft une 
équation à l’Hyperbole par raport a lès alymptotcs. Et à 
caufe du triangle rectangle CPM , l’on aura xx -+-yy = 
aa qui eft une équation au cercle. 

Si l’on fait préfentement évanouir l’inconnue y , l’on 
aura après avoir ordonné l’équation , 
x ' — iax' ■+■ aaxx -4- z ax — a 

— îè •+- xab •+■ Xttab — xa'b-=. o 
-+- bb — aabb 

Et fi l’on fait évanouir x , ( car il eft à propos de faire 
évanouir les deux inconnues l’une après l’autre ,pour voir 
fi l’équation qui réfulte d’une maniéré n’eft pas plus (im- 
pie que celle qui réfulte de l’autre ) l’on aura. 
j/’-H xay -+-aayy — z ay — a =■ O 

■+■ z ab • 

-+- bb 

qui paroit plus fimple que la précédente. Mais comm^ 
ces deux équations font du quatrième degré , 6 c qu’on 
ne peut, ni par la divifion, ni par la transformation , les 
réduire à une équation du fécond ; il fuit que le Problème 
eft folide , 6 c parceque l’une des deux équations indéter- 
minées appartient au cercle , on le conftruira par leur 
moyen en cette forte. 

11 eft clair que l’équation xx -4 - yy = aa , appartient 
au cercle donné AMB\ c’eft pourquoi il n’y a qu’à con- 
ftruire l’équation à l’Hyperbole ax = ay -*-by — xy ; faï- 
fant donc pour la réduire a -+- b — x = l’on aura x == 
a -+- b — 5^} & mettant cette valeur de x dans l’équation , 
elle deviendra aa ab — az^= ys ou aa ■+■ ab = 
as^i & faifant encore^/ -+- a — u, Kon aura l’équation ré- 
duite aa -\-ab =#^, qui fournit avec les réductions cette 
conftruCtion. 

Le point C étant l’origine des inconnues x qui va vers 
G , &c y parallèle à GH -, à caufe de la première réduction 
a -i-b — x = le point G fera ( Art. 16. n°.4.) l’origine 
de ^qui revient vers C. A caufe de la fécondé réduction 

y-+-a 
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y a = * , on prolongera H G , en O, te ayant fait G O 
= a = CP ; le point 0 fera l’origine des inconnues * qui 
va vers Z parallèle à GC,teu qui va vers//, te lefommec 
de l’angle des afymptotes, qui feront 0 L te OH. Et à 
caufê de 1 équation réduite aa-+-ab = uz^, dont la quan- 
tité connue aa ab =a b x a =CG x CP = ( Conft ) 

CG x GO, l’on décrira ( Art. 14 ) par le centre C du cer- 
cle AMP , l’Hyperbole CM qui coupera le cercle au 
point cherché M. 

De’ MONSTRATION. 

A Y a N T prolongé M P jufqu’à l’afymptote O Z en K 
te mené. CL parallèle à P K, par la propriété des afympl 
totes ( Art. 14. n?. 1. ) OL x LC ~ OH x HM-, donc 
CP x PK — PM x MH ; donc CP. PM : : MH . P K. 

Mais à caufe des triangles femblablcs CPM , MME CP. 

PM -.: MH . HE ; donc M H .PK:: MH. HE -, & par- 
tant PK ( = GO = ( Copft. ) CP ) = HE. C. Q^F. J). 

Exemple II. 

Problème Solide. 

1 • Diviser un arc de cercle donné BDC, dont le centre v 
efi A, é- la corde B C , en trois parties égales BD , DF , FC. lG ' 97 ' 

Ayant fuppofé le Problème réfolu ,les cordes PD DF 
FC feront égales 5 celle du milieu DF fera parallèle à’ PC •’ 
le rayon AE, perpendiculaire à refera auffi perpendicul 
laire à DF, te les coupera toutes deux par le milieu en H 
te en G , te fa. partie A H comprife entre le centre A te 
la corde PC, fera donnée de grandeur, & de pofition: 
mais AG te GD ou GF feront indéterminées. Si lVn mene 
encore les deux rayons AD, A F , qui rencontrent PC 
en I te en K ; H I fera = H K , te les triangles PDF 
CF K feront égaux , femblables, te ifofeeles -, puifque par 
i’Hypothefe l’angle J DP = JD F = AJK = Pjd Par 

B b 
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191 Application de l’Algebre 
la même raifon l’angle KFC = KFD = JDF = AKI 
= CK F j & qu’outre cela BD = CF. 

Nommant donc les données AF , ou AD , ou AF , a ; 
HB , ou HC , A ; A FF , r ; & les inconnues * ; GD 
ou GF ,y > DF, ou DB , ou BI fera , xy ; & partant H I , 

* — y- 

A caufe des triangles femblables A G D , AH I, l’on 
aura x ( AG) .y(GD)i: c{AH).b — xy(HJ), d’où 
l’on tire bx — x xy = ry , qui eft une équation à l’Hyper- 
bole par raport à fes afymptotesj &à caufe du triangle 
redangle AGD , l’on aura xx ■+• yy — aa , qui eft une 
équation au cercle du Problème BDC. 

Si l’on fait préfentement évanouir une des deux incon- 
nues renfermées dans les deux équations indéterminées 
que l’on vient de trouver, l’on aura une équation du qua- 
trième degré qui ne peut être réduite à une équation du 
fécond ; d’où l’on doit conclure que le Problème eft foli- 
de ; ainfi on le peut conftruire par le moyen des deux 
mêmes équations indéterminées. Mais l’équation au cer- 
cle fe trouve conftruite, puifqu’elle fe rapporte au cer- 
cle du Problème BDC. C’eft pourquoi il n’y qu’à con- 
ftruire l’équation à l’Hyperbole , qui étant réduite donne 
avec fes rédu&ions cette conftruéhon. 

Soit prolongée AH en L , en forte que AL — \AH , 
& menée par L une parallèle à BC , fur laquelle ayant 
pris LO — 4 HB , l’on mènera par 0 la droite OM pa- 
rallèle à AG, qui rencontrera H B en JT. L’Hyperbole 
A D décrite par le centre A entre les afymptotes 0 L , 
OM , coupera l’arc BDC au point cherché D 5 de forte 
que fi l’on mene DF parallèle à BC, les points D & F di- 
viferont l’arc BDC en trois parties égales B D, DF, FC. 

De’ MONSTRATION. 

Ayant mené par le point D, où l’Hyperbole A D 
coupe l’arc B D C , la droite DN parallèle à l’afymptote 
OM, qui rencontrera H B en V , & LO en IF, éc par le 
centre A , le diamètre gAf parallèle à l’afymptote 0 L , 
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qui rencontrera OM en P , & ND en s. L’on aura à eau fe 
des afymptotes OL , OD ; DN x NO ^=AL xLO } donc 
SP x SD = SA x AL j donc DS . S y/ :: AL. SP: mais 
les triangles femblables DS >4 -, AHI donnent DS . S^/ : : 

AH . H J j donc AL .SP : : . /f /. Or ( conft. ) 

AH^=i \AL j donc HJ=siSP - } & partant HK, ou GD 
= tSD -4- IV, &c DF = +SP +- iJV : mais HAT{=. 

HV ■+• SP) = lS P IV-, c’eft pourquoi BAT— ( conft.) 

JW-rT =3 S P - 4 - I V j & par confcquent B X I , ou 

Æ/crzr.+SP^- 1/r } donc BJ = DF = KC. Mais les 
triangles femblables A KJ, A F D donnent A K . KJ:: 

AF. F B , ou ( ayant mené AB, AC) AK. KJ:: AB. 

B J } d’où il luit que l’angle B AB = C A .F = B A F. 

C. 4 . F. B. 

Si la corde BC pafloit par le centre A , & étoit con- 
fondue avec le diamètre gAf, l’arc BC feroit un demi 
cercle , & la perpendiculaire AH = c, feroit nulle ou 
= o } c’eft pourquoi, en effaçant dans l’équation à l’Hy- 
perbole, les termes où c le rencontre, l’on auroit y = i i 
— 7 Ag -, d’où il fuit qu’ayant divifé Ag par le milieu 
en R , mené B T perpendiculaire à Ag qui coupera le 
demi cercle en T, & TZ parallèle igf, les arcs gT , TZ t 
& 2/feront égaux. Ce qui eft évident. 

Exemple III. 

Problème Solide. 

3 . T* O V VE R deux moyennes frofortionnelles entre deux F 1 c. 98. 
lignes données KL, M N. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , & nommé les don- 
nées KL, a i MN , b -, & les inconnues x &cy j l’on aura 
fuivant les termes de la queftion a.x :: x. y, & x. y: :y. 
b , d’où l’on tire ay= xx , & bx =*yy , qui (ont deux équa- 
tions à la Parabole; & faifant évanouir l’inconnue^, l’on 
aura x ’ = aab , qui eft une équation du troifiême degré , 

& montre que le Problème eft Solide. 

B b ij 
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Mais parceque deux équations à la Parabole étant 
combinées par addition ou (ouftraCtion, peuvent toujours 
donner une équation au cercle, attendu que l’équation 
à là Parabole ne renferme qu’un quarrc inconnu qui peut 
toujours être délivré de toute quantité connue ; il fuit 
qu’on peut conftruire ce Problème par le moyen de l’une 
des deux équations précédentes , & de l’cquation au cer- 
cle qui réfulte de la combinaifon des deux mêmes équa- 
tions par addition , qui eft ay -\-kx = xx yy. 

Et parceque les deux premières équations ay—xx , & 
bx =yy fonc également (impies, on peut indifféremment 
le lèrvir de celle qu’on voudra. Prenons donc la première 
ay = xx. Pour la conftruire, foie A l’origine des incon- 
nues x qui va vers H , &cy, qui va vers G perpendicu- 
laire à AG ; le même point A fera auflî le fommet de 
l'axe A G 5 de la Parabole qu’il faut décrire, puifque l’é- 
quation ay = xx , n’a pas befoin de rédu&ion 5 il n’y 
a donc qu’à décrire ( Art. 10. n°. n. ) fur l’axe AG une 
Parabole dont le paramétré foit la ligne donnée KL = a. 
Pour conftruire préfentement l’équation au cercle ay 
bx — xx -4 -yy -, foit fait pour la réduire^/ — j- a = u, 
x — & l’on aura l’équation réduite A aa ■+• ~ 

bb nv — qui avec les réductions donne cette con- 

ftruétion. . . 

Le point A étant toujours l’origine des inconnues y &c 

x } à caufe de la première réduction^ — •£.*=#, l’on 
prendra AC— \a = \KL y &c ayant mené CO parallèle 
àAD -,à caufe de la fécondé réduction x — i b = x . , on 
prendra fur CO , CE = f b *= { MN , êc le point E fera 
l’origine des inconnues qui va vers 0 , & u , parallèle à 
AG , & le centre du cercle qu’il faut décrire: mais 
/ JL. aa ar\bb , qui eft la racine du terme connu de l’é- 
quation réduite, eftle demi diamètre du même cercle j 
c’eft pourquoi li du centre E par A on décrit un cercle , 
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il coupera la Parabole en un point Q^, par où ayant mené 
QP parallèle AH 5 PQJ&c PA feront les deux moyennes 
proportionnelles qu’il faloic trouver. 


De' MONST RATION. 

I L eft clair que le cercle coupe AG 8c AH en 7 & en 
D, de maniéré que AI = iAC = KL = a, & AB = 

1 CE = MN= b. A in fi 77 = PA — AI —y — a, 8c 
PF = AD — PQ^= b . — x. Or par la propriété du 
cercle AP x PI = PQj< PF , ou en termes algcb^ques , 
yy — ay = bx — xx , ou yy — bx-=ay — xx : : mais ( Arc. 

10 ) ay = xx ; donc yy — bx = o , ou yy = bx. Or ay = 
xx donne AI , ou KL . PQ [j: PQ^PA ,&Cyy = bx donne , 
7 * 2 .. PA :: PA . AB , ou MN > donc KL , PQ^PA , 5 c 
MN font continuellement proportionnelles. C. F. D. 

I 

Exemple IV. 

Problème Solide. 

4 (J AT £ courbe AM , dont taxe eft AP , fon fommet A 

j F 1 c. 99; 

& un point B au-dedans ou au-dehors de cette courbe , étant 
donne z^dc pofttion fur un Plan , il faut mener du point D une 

ligne droite D M C , qui coupe la courbe AM, ou fa tangente 

au point M à angles droits. 


Ayant fuppofé le Problème réfolu, foient menées les 
droites D B 5 c MP perpendiculaires à AC ; du point M 
la droite ME parallèle à AC, qui rencontrera DE en £ } 
6c par le point M la tangente MT. Nommant préfente- 
ment les données AB , b j 2)7, c-, & les indéterminées 
AP , x 5 PM ,y -, 6c 77, t-, 77 ou ME fera b •+■ x , fi le 
poinc 7 eft hors de la courbe, & DE, c — y. 

Langle CMT étant droit par l’Hypothefe, les triangles 
MPT , CPM 6c MED feront femblables ; c’eft pourquoi 
l'on aura ( jV/7 )./ ( 77 ) :: x •¥■ b ( EM) . c—y( ED)-, 
donc cy — yy = tx -+- bt, qui eft une équation générale 
pour toutes les courbes AM , 6c que l’on déterminera à 

B b iij 
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telle courbe que l’on voudra , en y fubftituant en la place 

de t , l’expreflion de la foutangentc PT. 

Si l’on veut par exemple que la courbe AM foit une 
Parabole ; PT fera ( Art. 11. n°. 6 .)=ix = ti c’eft pour- 
quoi en mettanc pour* fa valeur i*, l'on aurary — yy 
= xxx -+- ibx , qui eft une équation à l’Ellipfe j .fie nom- 
mant le paramétré de la Parabole a , l'on aura ( Art. 10.) 
ax —yy , qui eft l’cquadon à la Parabole AM. 

Si l’on fait évanouir*, l’on aura une équation du troi- 
fiême degré , qui ne peut être réduite ■> & par conféquenc 
le Prirolême propolé eft folide. Mais lorfqu’on a une 
équation à la Parabole, & une à l’Ellipfe, ou à l’Hyper- 
bole par raport à fes diamètres où les inconnues ne fe 
multiplient point, on peut toujours par leur moyen trou- 
ver une équation au cercle en cette forte. 

Après avoir délivré dans l’équation à l’Ellipfe, ou à 
l’Hyperbole, le quarré de l’inconnue qui n’eft point 
quarrée dans l’équation à la Parabole, de toute quantité 
connue, l’on fera évanouir le quarré de l’autre inconnue, 
& l’équation qui en refultera fera une équation à la Pa- 
rabole, qui étant combinée avec la première par addi- 
tion , ou fouftraâion , donnera une équation au cercle. 
Ainfi en divifant par z l’équation précédente cy — yy = 

xxx •+■ xbx , l’on a ■£■ cy — ~yy = **•+■ bx , & mettant pour 
yy fa valeur ax, prife dans l’équation à la Parabole ax = 
yy 5 l’on aura \cy — -j ax = xx ■+- bx , qui eft une autre 
équation à la Parabole ; & en combinant par addition ces 
deux équations à la Parabole , l’on aura - cy — -i ax 
ax = xx ■+■ bx yy , ou { cy ■+• ax =*= xx -t- bx -hyy , 
qui eft une équation au cercle. 

Quoique l’on pût conftruire le Problème par le moyen 
de l’equation au cercle, & de la féconde équation i la 
Parabole ; il eft néanmoins à propos de fe fervir de la pre- 
mière ax =e=yy, parcequ’elle appartient à la Parabole don- 
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née AM qui fê trouve toute conftruite j c’eft: pourquoi il 
ne refte qu’i conftruire l’équation au cercle , afin que le 
Problème Ibit entièrement réfolu. 

L’équation au cercle étant réduite , donne avec les ré. 
durions , cette conftruâion. 

Ayanç pris AF — \b — f on mènera FG parallèle 
BD & = & du centre G par A , l’on décrira un ccr. 

cle qui coupera la Parabole au point cherché M. 

De' MONSTRATION. 

Ay a n t joint GA , & mené G I parallèle à AP , qui 
rencontrera PM en Zf,&la circonférence du cercle en I, 
l’on aura par la propriété du cercle , GA 1 ou G P — 

GH 1 = HM l , ou en termes algébriques \bb — \ab ■+. 
Tfaa-^r — cc — xx — bx — ~bb ~ax ■+• ^ ab — fî aa 
=yy — { cy h- f-g fi c , qui fe réduit à xx -H bx — i ax — 

» c y\ — y ) • L’on a auffi p ar I a propriété de la Parabole ax =s 

yy, qui étant combinée par addition avec l’équation pré- 
cédente donne xx •+■ bx -+■ j ax = \ cy , ou ibx = 

cy — yy ( en mettant pour ax fa valeur j/y, en multipliant 
par i , & tranfpofant ) qui eft l’équation que l’on a con- 
ftruitc. C. QJè. D. 

Exemple V. 

Problème Solide. 

5. I Z faut décrire un triangle CBD reflangle en B , dont on Fjg 
connoit le plus grand ED des deux fegmens de la bafe faits par 
la perpendiculaire BE , qui tombe de l'angle droit B fur la bafe 
CD , & la différence DF des cbtez^ 

Ayant fqppofé le Problème réfolu 3 & nommé les don- 
nées LD j a j DF , b> & les inconnues LC, xi CB , ou 
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B F ,y-, CD fera * ■+■ a ; 8c BD , y -+• b -, l’on aura i caufe 
des triangles re&angles CEB,BED,CB l — C £* = 
D B 1 — D E l , Se en termes algébriques^ — xx — yy ■+■ 
il y -+- bb — aa , ou xx— aa — iby — bb , qui cft une 
équation à la Parabole. 

A caufe des triangles femblables DCB , BCE , l’on aura 
a x ( DC ) . y ( CB ) : : y . x ( CE ) j donc yy — ax-\- xx t 
qui cft une équation à l'Hyperbole équilatere. 

Si l’on fait préfentement évanouir l’une des deux in- 
connues, on aura une équation du quatrième degré qui 
ne pouvant être réduite à une équation du fécond, montre 
que le Problème eft folide. 

Or quoique les lignes exprimées par les deux inconnues 
* & y , n’ayent point les qualitez dont il eft parlé dans la 
première Ôbfervation de l’Article 4. Neanmoitft , par- 
ceque l’on peur toujours trouver une équation au cercle 
quand on a deux équations indéterminées du fécond de- 
gré où les deux inconnues ne font point multipliées en- 
tr’elles , quoiqu’il n’y en ait aucune des deux à la Para- 
bole, on peut par leur moyen conftruire le Problème , 
comme on va voir par cet exemple. 

La féconde équation yy = ax xx donne xx =yy — 
ax , & mettant cette valeur de xx dans la première équa- 
tion xx — aa — iby — bb, qui eft à la Parabole , l’on 
aura yy — ax = aa — iby — bb, qui cft une autre équa- 
tion à la Parabole ; 8c en ajoutant les deux premiers 8c les 
deux féconds membres de ces deux équations à la Para- 
bole , l’on aura xx -\-yy — ax = laa — 4 by — ibb , ou 
xx — ax or yy 4 by = x aa — ibb , qui eft une équation 

au cercle. 

Pour réduire cette équation , foit fait x — \a = zjky 

4 - ib = u ; l’on aura ^ = f aa + ibb — vu, qui avec les 
réduâions fournit cette conftruélion. 

Soit le point A l’origine des inconnues x , qui va vers 
G, 8c y qu’on fuppofè perpendiculaire à AG $ 8c qui va en 
.haut. A caufe de la première réduétion x — = on 

prendra 
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prendra A R = { a, fie ayant mené par R la perpendicu- 
laire RO ; à caufe de la féconde réduction y -4- tf> — u , 
l’on prendra RO = ib ; fie le point 0 fera le centre du 
cercle qu’il faut décrire; «à caule de ibb, on prendra R I 
moyenne proportionnelle entre ib, &c b > & du centre O, 

& du rayon I H , que l’on déterminera en prolongeant 
RA en H , en forte que AH. = a, l’on décrira un cer- 
cle. 

Pour conftruirc préfenrement l’une des deux équations 

à la Parabole, par exemple la fécondé yy — ax = aa 

xby — bb, ou yy -4- 1 by = ax -+- aa — bb ; foit fait pour 
la réduire -t -b =/, & x-t-a= l’on aura Jf= a t, 
qui donne avec fes réductions cette conftruction. A caufe 
de la féconde réduction x -+- a = t, l’on prolongera AG 
du côté de A en H , en forte que A H = a,Sc ayant 
mené H K perpendiculaire à. AH ; à caufe de la première 
réduction y-+-b=f-, on prendra HK — />, l’on mènera 
KS parallèle à AG , fie l’on décrira ( Art. 1 o. n°. j 1 . ) f U r 
l’axe A' 5, dont lé fommet eft'A, une Parabole par le 
moyen de l’équation réduite Jf=at. Cette parabole cou- 
pera le 'cercle en deux points M fie N, de manière FlG 100 
qu’ayant abbaiile des points M fie N les perpendiculaires 
MP , PM fera la valeur pofitive de y = CM i 

fa valeur négative; 6c AP, la valeur dé .v = EC. De 
forte que fi l’on fait £C — AP, fie qu’on décrive fur le 
diamètre DC un demi cercle dans lequel ayant ajufté C B 
= PM , fie mené BD, le triangle CED fera celui qu’il 
faloit décrire. 


lui. 


D E’ 


MONSTRATION. 


A y ant joint I H fie mené par le centre O le diamètre 
VOT parallèle à AG qui rencontrera M P prolongée en 
JC de part ou d’autre du point 0 . Par la conftruCtion , fie 
par la propriété du cercle , l’on aura JH 1 , ou OV* , ou 

0T L — OA' = A'M 1 , ou en termes algébriques £ aa+- 

Cc 
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xbb — xx -+- <ix — \aa= yy -+- 4 by ■+■ 4 bb , ou laa — xx 

•+- ax = yy ■+■ 4 by ■+■ ibb. 

Par la propriété de la Parabole KM dont le paramétré 
eft l’on aura a x KL — LM\ ou ttx -+- au = yy+- 
iby h- bb , ou en fouftrayant la fécondé équation de la 
première , le premier membre du premier } 8c le fécond 
du fécond, l’on aura aa — xx =^= 1 by bb , qui eft la 
première équation du Problème , 8c en fouftrayant cette 
équation de la précédente, chaque membre de chaque 
membre, l’on aura ,tx ■+■ xx = yy , qui eft la fécondé 
équation du Problème. C. F. D. 
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SECTION X. 

OÙ l'on donne la Méthode de conftruire les Problèmes 
Solides par le moyen de leurs équations détermi- 
nées j ou ce (jui ejl la. même chofe , de conftruire les 
équations déterminées du troifiême > (êfi du qua- 
trième degré. 

METHODE. 

XXIV.C^'Oit qu’on ait employé deux ou plusieurs 
^ lettres-inconnues , ou qu’on n'en ait employé 
qu’une pour réfoudre un Problème, quand on eft venu à 
une équation déterminée du troifiême ou du quatrième 
degiW, qui ne peut être réduite â une équation du fécond, 
le Problème cft neceflâirement Solide, comme on a déjà, 
dit ailleurs ? & on le pourra toujours conftruire par le 
moyen de cette équation , en obfervant les régies qui 
fui vent. . , .. ! •. .. •„. . . 

i. Si l’équation a un fécond terme , on le fera .premiè- 
rement évanouir. Cela fait 

1 *. Si l’équation eft du troifiême degré , on la multiplie- 
ra par l’inconnue qu’elle renferme pour la rendre du qua- 
trième. /; 

3. On formera une équation à la Parabole dont ua 

des membres fera le quarré de, la lettre inconnue dq l’é- 
quation que l'on veut conftruire, & l’autre membre fera 
le produitd’uné autre lettre inconnue par une lettre con- 
nue quelconque , ou plutôt par une des lettres connues 
qui fe trouve le plus fréquemment dans l’équation à conf- 
truire : car par ce moyen on rend la conftrudlion un peu 
plus (impie. . ^ 

4. On fera évanouir l’inconnue de l’équation à conftrui- 
rc dans le premier & dans le troiiîêmé terme ( car on 

Ce ij 
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fuppofe qu’elle n’cn a point de fécond ) en fubftituant en 
fa place , fa valeur prife dans l'équation à la Parabole que 
l’on a formée , 6c l’équation qui en réfultera fera une au- 
tre équation à la Parabole. ^ 

j. On combinera par addition ou fouftraéïion ces deux 
équations à la Parabole, de manière que l’équation qui en 
réfulce loit une équation au cercle. 

6. On conftruira l’equation au cercle , 6c la plus {impie 
des deux équations à la Parabole , comme dans la Se&ion 
précédente, en fuppofant que les lignes exprimées par les 
deux inconnues font un angle droit ^ 6c les interférions de 
ces deux courbes donneront les racines , ou valeurs tant 
pofitives que négatives de l’inconnue de l’équation à con- 
ltruire. Tout ceci fera éclairci par les exemples qui fui vent. 

Exemple I. 


Problème Solide. 41 

7.T* OU VER une ligne dont le cube foit au cube d’une 
ligne donnée CD , dans la raifon donnée de m à n. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu , 6c nommé la don-, 
née CD , a i 6c l’inconnue x , l’on aura par la condition 

r tna‘ 

du problème x‘. a' :: m. », d’où l’on tire x' = — > 

I* 

qui eft une équation du troifiême degré , qui ne pouvant 
être réduite à une équation du fécond , il fuit que le Pro- 
Wê me eft Solide. ' ' 

ErV* multipliant cette équation par x , l’on aura x* 

1 » },■! X ■ —* - 

== — , 6c faifant (n°. 3. )«# = xx , qui eft une équa- 

n 

tiôn à la Parabole , l’on a aayy = x* ; 6c mettant dans 
l’équation d conftruire pour x’ fa valeur aayy, l’on 

ma ! x mox * . - , 

aura aayy == — , ou yy= — , qui eft une autre équa- 


i ;• 


tion à la Parabole. Et combinant ces deux équations à 
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la Parabole par addition ou fouftraûion , l’on aura yy 

ma x . n , . 

ay — xx , qui elt une équation au cercle dont la 

n 

conftruélion jointe avec celle de l’équation à la Parabole 
ay=xx , rciôudra le Problème. 

Soit le point A l’origine des inconnues y qui va vers G, p IC 
& x qui lui eft perpendiculaire. Et Toit décrite ( Art. xo. 
n°. n). fur l’axe AG dont le fommet eft A la Parabole AH, 
dont la paramétré foit a — CD. Cette Parabole fera celle 
dont l’équation eft ay=.xx. 

L’équation au cercle étant réduite donnera avec les ré- 
duélions cette conftru&ion. 

Ayant pris fur AG, AI = ÿ a = { CD, on élevera. 
au point / la ligne IK perpendiculaire à AG Sc égale à 

— , & du centre K par A , l’on décrira un cercle qui 

tn 

coupera la parabole AH au point M , par où l’on mè- 
nera la droite MP parallèle à IK * je dis que MP expri- 
mée par x, qui eft l'inconnue de l’équation que 

l’on vient de conftruire , eft le côté du cube qu’il faloit 
trouver. 

Di’monstrati on. 

A-Yant joint AK , & mené KO R parallèle à AP qui 
rencontrera le cercle en R , fie PM en 0. L’on .& par la 
propriété du cercle K A 1 , ou KR * — KO' — OM' , ce 

_ . ' _ t i • 1 mmaa 

qui eft en termes algébriques — yy-\-ay — 

4 4*> 

i ma x mmaa . . 

— aa = xx h , qui devient ay — yy = 

4 n 4M 

xx Mais à caufe de la Parabole l’on a (Art. io.) 

n 

JC 4 

ay'= xx j donc yy = — ; mettant donc dans l’équa- 
aa 

tion précédente pour ay , i â valeur xx , & pour yy , fa 

Ce iij 


101 . 


T)igitized by Google 



îo4 Application de l’Aj-gebae 
valeur — , l’on aura après les rédu&ions ordinaires x' = 

aa 

C.Q^F.D. 

H • 

Exemple II. 

Problème Solide. 

F i g. i o j . 8 . D IV J S ER un arc de cercle BDFC en trois parties égalés 
BD 0 DF, FC. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu > puifque par l’Hy- 
pothefe les arcs BD , DF , FC , l'ont égaux , les cordes 
BD , FD, FC feront aulfi égales , & DF le fa parallèle à 
JiC. Ayant mené les rayons AB , AD , AF , AC , & ou- 
tre cela la ligne FI parallèle à AD -, les criangles ADB , 
ADF , A FC feront égaux , femblables & ifolceles , com- 
me aulfi les triangles BHD , CKF : car l’angle CFK 
( = KFD—AKH) = CKF . Par la même railbn l’an- 
gle BDH = l’angle BHD j c’eft pourquoi , puifque 
( Hyp. ) CF = DB } C/C fera = B H. Mais les triangles 
ACF , CFK , FKI , font aulfi femblables & ifofeeles : car 
à caufe des parallèles AD , IF , l’angle Kl F ( — BHD ) 
—IKF — KFC=FCA. . : ■ 

En nommant préfentement le rayon AC ,a, la don- 
née BC, b , 8c l’inconnue CF , ou CK , ou IH ,ou H B , x } 

XX 

l’on aura^C ( a) . CF ( x ) : : CF ( x) . F K — — , & CF 
(x).FK ( — ) :: FK ( — J . Kl = ^ , donc CI — # 

JC* X* 

x 1 j & partant Ci?= = IB + C1 — u + x = £; 

aa . aa 

d’où l’on tire x’ = ^aax — aab , qui eft une équation du 
troifiême degré, Ôc qui ne pouvant être réduite à une équa- 
tion du fécond, fait connoîtreque le Problème eft folidc. 

Pour le conftruire , foit premièrement l’équation pré- 
cédente multipliée par fon inconnue x , & l’on aura x 4 = 
laaxx — aabx ; 8c ayant fait ay — xx, l’on aura aayy—x*. 
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Mettant donc dans l’équation du Problème, pour 6c 
pour xx , leurs valeurs aayy , 6c ay j l’on aura après avoir 
divifé par aa, yy = yty — bx, qui eft une autre équation 
à la Parabole. Et en combinant par addition ou iouftra- 
dion, ces deux équations à la Parabole , l’on aura après 
Ja rédudionj^ — 4 ay= — xx — bx, qui eft une équation 
au cercle , dont la conftrudion jointe avec celle de l’équa- 
tion à la Parabole ay=xx, réloudra le Problème. 

Soit donc le point A l’origine des inconnues^ qui vap, Giro j_ 
vers G , 6c x perpendiculaire à AG qui va vers îi , 6c loit 104. 
décrite( Art. 10. n°. 11.) fur l’axe AG , dont le fommet foit 
A , la parabole i^^iVdontle paramètre ioit^=( Fig. 103.) 

AC. Cette Paraboie fera celle dont l’équation eft ay — xx. 

L'équation au cercle étant réduite, donnera, avec les _ 
rédudions, cette conftrudion. 

Soit prife AI = i<*=(Fig. 103.) 1AC, & ayant élevé 
1 K perpendiculaire à AG &c = \b— \ PC, l’on de. 
crira du centre K par A , un cercle AMNF qui coupera 
la Parabole aux points A , M, N , .F, parmi lefquels il y 
en a trois M , N , & F dont on peut tirer des perpendicu- 
laires MP,NQ^, FF éur l’axe AG de la Parabole, qui 
font les trois racines de l’inconnue x de l’équation du Pro- 
blème, deux defquelles PM , £c Qî/ (ont policives , & la 
rroifiême EF , négative, de forte que PM Ce ra la corde 
dti tiers de l’arc PDFC qu’il faloit divifer j 6c QN , la 
corde du tiers du refte du cercle PVC. 

De’ MON STRATION. 

Par la propriété de la parabole l’on a ( Art. ro^) 
ay=.xx. Ayant joint KA , 6c mené le diamètre zFCJ?Fig.io 4. 
parallèle à AG * l’on aura par la propriété du cercle K A', 

ou K R 1 — KT l = TN ‘ , ou K Z' — K A ' 1 = JF M ' , ou en 
termes algébriques, <\.aa bb — yy /\.ay — 4 aa = 
xx -+- bx H- ^ bb , ou 4 ay — -yy = xx-\- bx j 6c en remet- 

tanc pour ay, 6c pour yy leurs valeurs xx , 6c — prifes 
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dans l'équation à la Parabole ay= xx , l’oa aura, apres 
les réduéîions ,x' — } aax - — aab. C. Q^F.D. 


R. E M A R Q^U E I. 

9 -S’I l y avoit un fécond terme dans l’cquation que l’on 
vient de conftruire, il auroit falu avant toutes chofes le 
faire évanouir ; & alors l’inconnue * , qui exprime la cor. 
de CF (Fig. ioj.), ne fë feroit plus trouvée dans l'equation 
à conftruire ; c’eft pourquoi les perpendiculaires PM,QJV t 
ne feroient égales aux cordes du tiers des arcs BFC y Bf^C, 
qu’après les avoir augmciÿées oa diminuées de. la quantité 
connue de l’équation qui auroit fervi à faire évanouir le 
fécond tçrinej ce qui n’auroit apporté aucune difficulté. 

R E M A R QJJ E II. 

FiG.104. io.L,Es valeurs pofitives de x, PM & QN fontenfèmble 
égales à la négative EF. Ce que je démontre en cette 
forte. On les prolongera en forte qu’elles rencontrent le 
cercle en L , S & H , & le diamètre ZR en JT , T &c O. 
Ayant nommé le paramétré AB de la Parabole AM , 
la corde AG , qui eft. l’axe de la même Parabole, b j IK } 
ou PAT, ou EO , c j PM , x ; QJy . 1 y -, & FE, ç.; PL fera, 
zc -4- QS, zc-\-y\ & EH , — zc. AP fera (Art. 10.) 

— i Aû, — ; AE, — } SC partant PG, b ; QG „ 

•<» a a a 


b 


-y *G,b- 


22 

a 


De’ monstration; 

L’On a par la propriété du cercle. 

_ abxx — x' 

1. AP x PG = = zcx-*-xx = MP x PL. 

1 ta 


z. AQj< QG = “! 2 L_L = xcy -t -yy = NQj( QS.. 

. _ abzz — I* 

3. AE x EG = s ss.zSr— zcx^= HE x EF. 

M On 
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On tire de la première équation , 
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ab = 


• uuc ■ 


, & fubftituant cette valeur de ab 


dans la fécondé & troifiême , l’on aura après les réduc- 
tions x'y-+- laacy =y'x 4- laacx , Ht x'z^-+- 1 aaez^— x^x — 
xaaex , d’où l’on tire xaac —xyy 4- xxy , & 1 aac = xz&-— 

xxx^i donc yy-^-xy =z& — x^ y d’où l’on tire x=^_ v, 

donc x-*-y = z < C.Q.F.D. 

On démontreroitde même que , lî le cercle coupoit la 
Parabole en quatre points , les ordonnées qui partiroienc 
des points d’interfedion d’un côté de l’axe feroient en- 
femble égales aux ordonnées qui partiroient des points 
d’interfedion de l’autre côté de l’axe. Soit qu’il en eût 
deux d’un côté , & deux de l’autre , ou trois d’un côté , 
& une de l’autre. 

Ce ièroit encore la même chofe , fi le cercle touchoic 
la Parabole d’un côté de l’axe , & la coupoit en deux 
points de l’autre côté : car le point touchant doit être 
regardé comme deux points d’interfedion infiniment pro- 
ches. Ainfi , le double de l’ordonnée qui partiroit du point 
touchant , feroit égal à lafomme des deux ordonnées qui 

f >artiroient des deux points d’interledion qui feroient de 
’autre côté de l’axe. 

: ; : 

Exemple III. 


Problème Solide. . 

1 1 . Soit encore le Problème propofé dans la Sedion pré- 
cédente , Exemple j , où l’on a trouvé ces deux équations 
xx = aa — iby — bb ,ècyy=ax -hxx. 

r* i> c • n ' 

Si 1 on taie évanouir y y I on aura 
A . x 4 — laaxx 4- 4 abbx 4- a* , 


— îbbxx 
qui n’a point de fécond terme. 


— 2 uabb =s o , 

4 - b * 


-•* .IV 
)’ .> ?«v -1 


Dd 
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Si au Heu de faire évanouir^ , l’on fait évanouir x , l’on 
' aura. 

6bbyy-^-^b l y-\-b*=0. 

— laayy— laaby — aabb 

d’où faifanc évanouir le fécond terme , en faifant y -+- b 
= 3 ^, l’on aura 

C. £ — iaazy+- iaabz ^ — aabb — o. 

, Et comme cette équation eft plus fimple que l’équation 
r ^,il vaut mieux s’en fervir pour conftruire le Problème, 
que de l’équation A. Faifanc donc 

JD. au = x^, l’on aura aauu = x^, 8c mettanc les valeurs 
de tyjüc de x ' dans l’équation C , l’on aura après avoir di- 
vifé par aa , 

JE. uu — iau-\-ibi{ — bb=o , qui eft une équation i la 
Parabole. 

Si l’on ajoute le fécond membre de l’équation D au 
premier de l’équation E ; & le premier au fécond , l’on 
aura uu — iau -+- <^-+- ibz ^ — bb —au, ou 

F. uu — }au-trzy^-¥-ibz^ — bb — o , qui eft une équation 
au cercle. 

Fio. ioi. Si l’on réduit l’équation F, 8c qu’on la conftruifé avec 
l'équation D. En prenant le point K pour l’origine des 
inconnues « qui va vers S ,& ^qui lui eft perpendiculai- 
re , 5c va en haut , on retombera dans la conftru&ion de 
la Se&ion précédente n°. j. 

Démonstration. 

Pa r la conftrudion du Problème y. ( Seâ. prec.) KL , ou 
HP = x-ha> 5c LM =y+-b ; 5c par cette conftru&ion 
KL=u, 5 c î. M — Zj=y b -, mettant donc dans ces deux 
équations D 6c F pour u , fa valeur x -+-a , 5c pour ^ fa 
valeur^ + b, l’on aura ces deux équations. 

G. aa -+- ax =yy ■+■ iby — bb,&L 

H. xx — aa — iby — bb, qui eft la première équation 
de l’exemple y , Se£t. prec. 8c en ajoutant lès deux équa- 
tions G 5c H , le premier membre au premier , 8c le fécond 
au fécond , l’on aura , apres les rédu&ions , 
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K. xx-*-ax=yy , qui eft la fécondé équation du même 
Exemple. C. Q^_ F. D. 

R E M A R Q_U E. 

ii.PAr le moyen de cette c#iftruAion , 1 ’on ne déter- p, c 
mine que la grandeur du côté CB = PM , au lieu que 
par la conftruAion'de la SeAion precedente, l’on a auflï dé- 
terminé la grandeur de CE — AP , d’où l'on voit que 
lorfque l’on conftruic un Problème folide par le moyen de 
fon équation déterminée , il n’eft pas entièrement réfolu. 

Il faut encore pour cela réfoudre & conftruire un autre 
Problème fimple ou Plan ; au lieu que lorfqu’on le conf. 
truit par le moyen de fes deux équations indéterminées , 
il eft entièrement réfolu : car les valeurs des deux incon- 
nues fe trouvent toujours déterminées. 

Ainfi pour achever de réfoudre le Problème , en fup- 
pofant qu’on n’a déterminé que le côté CB par la conftruc- 
tion precedente ÿ foit encore CE nommé x -, & BD , c } 
l’on aura par la propriété du triangle reAangle x h- a 
(CD). c(BD)".c(BD). a DE, d’où l’on tire* = *i — 
a , qui lèrvira à déterminer la grandeur CE, &le Problè- 
me fera entièrement réfolu. 

Remarques Generales 

Sur la conjlruüion des Problèmes Solides. 

13.X_.Es conftruAions du deuxième & cinquième exem. 
pies de la SeAion précédente , comparées avec les con- 
ftruAions du fécond & du troifiême de cette SeAion $ 
font voir qu’il eft plus à propos de conftruire les Problè- 
mes folides avec deux équations indéterminées , qu’avec 
une équation déterminée. , lorfqu’on le peut. Or on le peut 
toujours lorfque l’une des équations indéterminées fe rap- 
porte au cercle , ou bien lorfque les deux lettres incon- 
nues ne fe multiplient point dans les deux mêmes équa- 
tions indéterminées : car en ce cas on trouvera toujours 
une équation au cercle , comme on a fait dans cet exemple. 

D d ij 


100. 
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On voit aufli qu’il n’eft pas abfolument neceffàire que 
les deux lettres inconnues ayent les qualitcz marquées 
dans la première Obfcrvation de l’article 4. On peut mê- 
me les placer de différentes maniérés , & chercher à cha- 
que fois deux équations : far on trouve fouvenc des équa- 
tions plus fimples en les plaçant d’une maniéré , qu’en 
les plaçant d’une autre. 

14. Quoiqu’on n’ait employé dans cette Se&ion que le 
cercle 8c la Parabole pour la cocftru&ion des Problèmes 
folides , cela n’empêche pas qu|on ne puiffè les conftruire 
avec celle qu’on voudra des Sedions coniques : car on peut 
tirer d’une équation déterminée du troifiême 8c du qua- 
trième degré des équations à l’Ellipfe , Oc à l’Hyperbole 
comme on en a tiré une équation au cercle , avec cetce 
différence feule qu’on ne peut tirer d’une éqaation du 
quatrième degré , une équation à l’Hyperbole par raport 
à fes afymptotes , & qu’on la peut tirer d’une équation 
du troifiême. 

Soit par exemple A.x' — ^aax — aab, qui eft l’équation 
de l’exemple x. 

En fuppofant B. ay==xx ,8c mettant en la place de xx 
fa valeur ay , l’on aura C. xy = — b , qui eft une équa- 

tion à l’Hyperbole par raport à lés afymptotes. Et mul- 
tipliant l’équation C par x , 8c mettant enfuite pour xx , 
fa valeur ay dans le premier terme , l’on aura D. yy = 
$xx — bx , qui eft une équation à l’Hyperbole par ra- 
port à fes diamètres , comme celle de l’Art. 14. no. 13. 6c 
mettant encore pour xx fa valeur ay dans l’équation D ; 
il viendra E.yy — $ay — ta, qui eft une équation à la Pa- 
rabole. En ajoutant les deux membres des deux équations 
B Oc E , le premier au premier , 8c le fécond au fécond, 
l’on aura yy = xx-*~ 1 ay — ta, qui eft une équation à l’Hy- 

F erbole équilatere. Si l’on ajoute le fécond membre de 
équation B au premier de l’équation E , 8c le premier 
au fécond , l’on aura yy ■+• xx = \ay — bx , qui eft une 
équation au cercle. Si on multiplie l’equation B par un 
nombre quelconque entier ou rompu , ou par une fracHon 
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littérale, comme avant que de la combiner avec l’é- 

quation F , comme on vient de faire -, l’on aura une équa- 
tion à l’Hyperbole , & une à l’Ellipfe. 

On peut de même combiner deux des équations pré- 
cédentes prifes à volonté , & enfuite celles qui réfultent 
de ces combinaifons , ce qui donnera une infinité d’équa- 
tions aux Serions coniques , de l’une defquelles on pourra 
fe fervir avec l’équation au cercle. 

15. On tirera de la même maniéré d’une équation.du 
quatrième degré qui n’a point de fécond terme , des équa- 
tions aux Se&ions coniques , & une au cercle : mais on 
n’en trouvera point à l’Hyperbole par raport â fes afym- 
ptotes : ou l’on remarquera que fi l’on tiroir deux équa- 
tions au cercle d’une équation du troifiême ou du qua- 
trième degré , le Problème feroit Plan , & l’équation fe 
pourroit réduire à une équation du fécond degré. 

16. On peut encore conftruire les Problèmes folides 
avec l’cquation au cercle , & telle Se&ion conique qu’on 
voudra , comme on peut voir dans le Traité de la Conftru- 
<ftion des Equations de Mr. de la Hire , dont on a fuivi 
ici la Méthode. 

17. On multiplie les équations du troifiême degré par 
leur inconnue , pour en tirer une équation à la Parabole, 
differente de celle que l’on forme arbitrairement pour 
introduire dans l’équation déterminée afin d’en tirer des 
équations indéterminées : mais cela n’y apporte aucun 
changement : car les Problèmes du troifiême & du qua- 
trième degré font de même nature ; S : même leurs con- 
ftruétions ne different qu’en ce que les deux Courbes qu’on 
y employé paflént par l’origine de l’inconnue de l’équa- 
tion, quand elle eft du troifiême degré , & qu’elles n’y paf- 
fent pas quand elle eft du quatrième. 


J 
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SECTION XL 

Ou l'on donne la Méthode de rè foudre (df de conftruire 
les Problèmes indéterminé z. dont les Equations ex- 
cédent le fécond degré : ou ce qui e/l la même chofe> 
de décrire les courbes dont ces Equations expriment 
la nature ; Çÿ de réfoudre & de conftruire les Pro- 
blèmes détermine ^ , dont les Equations excédent 
le quatrième degré. ■ ' 

MÉTHODE. 

XXV. N a donné des régies dans la cinquième , 
V^/ fixiême & feptiême Seâion pour décrire les 
courbes du premier genre d’une maniéré plus fimple que 
celles qu’on cireroir naturellement de leurs équations : 
mais on n’en peut pas donner pour décrire celles des 
genres plus compolez. Il faudroic pour .cela les avoir 
examinées les unes après les autres j ce qui iroit à l’infini : 
car chaque genre en contient un nombre d’autant plus 
grand qu’il eft plus compofé , & il y a une infinité de 
genres. 

I. On dira feulement en general qu’après avoir trou- 
vé une équation pour chaque Problème ( en obfervant 
pour nommer les lignes inconnues , ce qui eft preferit 
dans la première ou feptiême Obfervation de l’Art. 4.), 
qui exprime la nature de la Courbe qui doit fervir à le 
réfoudre, qui en détermine le genre , & qui foit réduite 
à fon expreffion la plus fimple ; il faut examiner par l’in- 
fpedion des termes de l’équation , celle des deux incon- 
nues donc on peut plus facilement trouver les valeurs en 
fuivant les régies de la conftruûion des équations dé- 
terminées , trouver par les mêmes régies les valeurs de 
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cette inconnue , en aflignant à l’autre inconnue une va- 
leur déterminée , & arbitraire ; & l'on aura à chaque 
fois qu’on aflïgnera à cette inconnue des valeurs arbitrai- 
res , autant de points de la courbe qu’on veut décrire , 
que l’autre inconnue aura de valeurs réelles , pofitives , 
6c négatives. De forte que fi l’inconnue la moins élevée 
de l’équation , fi elles ne le font pas toutes deux égale- 
ment , a une ou deux dimenfions , on en trouvera les va- 
leurs par les régies de la SeéHon II , en aflignant à l’au- 
tre inconnue des valeurs arbitraires , 5 e la regardant en- 
fuite comme déterminée. Si elle a trois ou quatre di- 
menfions , on en trouvera les valeurs par les régies de la 
Se&ion précédente ; 6c fi elle a un plus grand nombre 
de dimenfions , on en trouvera les valeurs comme on ex- 
pliquera dans la fuite : mais comme l’on en pourra plus 
tirer l’équation au cercle , il ne fera point neceflaire d’en 
faire évanouir le fécond terme , s’il s’y rencontre : où l’on 
remarquera qu’il faut réitérer la conftruélion autant de 
fois qu’on aflïgnera des valeurs différentes à l’inconnue 
que l’on prend pour confiante. 

z. On peutauflî , après avoir trouvé une équation com- 
me on vient de dire, abandonner la première 6c feptiê- 
me Oblervations de l’Arc. 4, 6c nommer d’autres lignes 
par des lettres inconnues , & chercher par ce moyen d’au- 
tres équations, qui n’exprimeront pas effeélivement la na- 
ture de la courbe qui doit réfoudre le Problème , & qui 
n’en détermineront pas le genre : mais qui pourront fer- 
vir à décrire plus fimplement la même courbe , foit par 
elles-mêmes , ou en faifanc évanouir par leur moyen les 
inconnues de la première équation , afin de la rendre plus 
fimple , 6c d’en tirer plus facilement la maniéré de décri- 
re la même courbe. 

3. On peut encore tirer de l’équation qui exprime la 
nature de la courbe qui doit réloudre un Problème, des 
équations à quelqu’une des quatre courbes du premier 
genre , lorfqu’on y trouve l’expreflion de l’appliquée de 
quelqu’une des quatre mêmes courbes , en égalant cette 
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cxprcflion à une troifiême lettre inconnue , ou à Ion quar- 
ré , & la conftrudion de ces équations facilitera la defcri- 
ption de la courbe qu’on veut décrire. Tout ceci fe trou- 
vera pratiqué dans les exemples qui fuivent. 

Exemple I. 

Problème Indéterminé. 

Frc. tof. 4- U* demi cercle AFB , dont le diamètre r/AB,^/f cen- 
tre C , étant donné , ayant mené par un point quelconque P du 
diamètre AB , la droite P K perpendiculaire à AB , qui rencon- 
tre la circonférence AFB en K. Il faut trouver fur PK le point 
M . qui la divife en forte que AP . PM :: PB . PK. Et com- 
me il y a une infinité de points comme M , il faut trouver la 
tourbe fur laquelle ils fe trouvent tous. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu j & nommé le dia- 
mètre AB , a ; & les indéterminées AP , x * PM ,y \ 
PB fera , a — x , Sc par la propriété du cercle PK fe- 

ra \/ax — xx , & l’on aura par les qualitez du Problème, 
AP (x). PM {y) :: PB (a — x). PK = = 

. X 

Vax — xx , 2c en quarrant chaque membre , multipliant 
enfuite par xx , & divifant par** — x ; l’on aura x ‘ = 
ayy — xyy , qui eft une équation du rroifiême degré , 
qui montre que la courbe cherchée dont elle exprime la 
nature eft du fécond genre. On tire de l’équation que 

1 on vient de trouver , y = -+- - , ou y ==■+- 

* Va — x Va* — **’ 

en multipliant les deux termes de la fradion parv'x , ce 
qui ne change ni le degré de l’équation , ni le genre de 
la courbe , d’où l’on voit que la courbe pafte des deux 
cotez de l’axe AB par les points M , & m , & que la 
partie Am eft égale St femblableà la partie AM , puifque * 
Pm = PM. 

Si 
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Si l’ori fait x — o , le point P tombera en A , les ter- 
« « mes où x fe rencontrent ieront nuis , & l’on aura par con- 

fequent^ = o , d’où l’on connoît que la Courbe rencontre 
fon axe au point A , puifque AP & PM s’y aneantilTent, 
&c qu’elle ne rencontre qu’en A la parallèle à PK menée 
par A : car fi elle la rencontroit encore en quelqu’autre 
point, l’on trouveroit une valeur de^ qui le .détermine- 
roit. 

Si l’on fait^ = o, l’on aura auffi x=o , qui montre que 
la courbe ne rencontre fon axe AB qu’au feul point A $ 
& comme elle ne rencontre auffi la parallèle à P K , menée 
par A qu’au feul point A ; il fuit qu’elle eft toute du cô- 
té de B par raport à cette ffcrallele. 

Puifque par l’Hypothelé PB . PK :: AP . PM , il eft 
clair que 1^ courbe AM touche fon axe au point A-. car 
le point P étant infiniment proche de A , les points K & 
M en feront aufli infiniment proches; & parcequ’alors PB 
furpaflera pour ainfi dire infiniment PK ; AP furpaflera 
aufli pour ainfi dire infiniment PM ; d’où il fuit que la 

f ietite partie AM de la courbe fera pour ainfi dire dans 
a direétion de fon axe AB , qu’elle touche & coupe par 
conféquent au point A. 

# L'on voit encore par la môme équation que x croiflànt , 
y croît auffi , même en deux maniérés : car le numérateur 
xx du membre fraélionnaire croiflànt , le dénominateur 

Vax — x.c diminue. 

Si l’on augmente x jufqu’à ce qu’elle devienne = a , 
le point P tombera en B , 8c l’équation deviendra y = 

44 * aa 

— , & comme ce raport — , eft plus grand que tout 

O O 

raport donné , c’eft-à-dire , infiniment grand } il fuit 
que fi l’on mene par B une ligne B H parallèle à PM , 
cette parallèle ne rencontrera la courbe qu’à une ditlan- 
ce infinie, ou, ce qui eft la même chofe , qu’elle lui fera 
afymptote. L’on voit auffi qu’on ne peut pas augmenter x 
en forte qu’elle furpaflb AB : car le dénominateur de la 
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fraction deviendroit une quantité imaginaire ; Si par con- 
fcquent aufli les valeurs de^ : ce qui fait voir que la cour- • 
be ne paflê poinrau-delà B FF. menee par B parallèle à P K. \ 

Il fuit de tout ce qu’on vient de dire que la courbe eft 
toute renfermée entre les deux parallèles à PM , menées 
par A Si par B. 

Puifquc B H eft afymptotc à la courbe AM , il fuit 
qu’elle coupe la circonférence du cercle en quelque point 
F , qu’il eft aifé de déterminer : car faifant PM — P K . , ou 
yr==y/'âx^-xx , Si mettant cette valeur de^ dans l’équa- 
don précédente , elle deviendra ax — xx = xx , d’où 
l’on tire x = ~ a, qui fait voir que le point F divifera par 
le milieu le demi cercle AF*Ê : ce que l’on peat aufli re- 
marquer par l’Hypothefe j car le point P tombant en C, 
l’on aura AC . CM : : CB . CK ; Si partant* CM = CK 
ss AC. 

La qualité du Problème fournit une manière allez 
fimple pour décrire la courbe : mais il faut examiner fi 
l’on n’en peut pas tirer une plus fimple de fon équation 

xx 

y = — , en cherchant les valeurs de y dans toutes 

"Vax — xx 

les poficions du point P. On trouve que cette équation^ 
donne cette conftruckion qui eft prefque la même que cel- 
le que fournit le Problème. Soit prile PM rroifiême pro- 
portionnelle à P K 8c à AP , 8i le point M fera à la cour- 
be cherchée. 

De’ MONSTRAT I ON. 

P A r la conftrucHon , Si par Jsa proprieté du cercle 
Vax — xx ( P K ) . x ( AP ) ::x. y { PM ) , d’où l’on 

XX 

tire y = ■ C. Q, K F. D. 

Vax — xx 

Quoique ces conftruttioas foient allez fimples , il eft 
neanmoins à propos de voir fi l’on n’en peut pas trou- 
ver une encore plus fimple. Soit pour ce fujec menée 
par les points A St M la droite AMG qui rencontre la 
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circonférence AKB en E , & l’afympcore AH en G , fie 
ayant mené ED parallèle à PK , 8c nommé DB , ^D 
fera a — ^ , fie les triangles femblables APM , A DE , 
donneront ( x ) . PM {y)'-' AD (a — ^) . DE = 

2 — . Mais par la propriété du cercl +DE = V ./^ — 


. donc — jyj = 


<myy—iozyy+-zzyy 

, OU S^=±= 

xx 


ayy — zyy 
xx 


, en 


divifânt chaque membre par a — L’on a auflï l’équa- 
tion du Problème yy = — - — ; ÊÊhc en mettant cette 

a — x 

valeur de yy dans l’équation précédente , l’on aura 


ax ~ zx _ . d’où l’on tire x , ou AP = DB > donc 

a — x , 

AM = EG , qui donne cette conftrudton qui eft la plus 
limple que l’on puifle troùver. 

• Soit menée du point A une ligne droite quelconque 
AG qui rencontrera la circonférence du demi cercle en 
E } 8c ayant pris lur AG , AM = EG j le point M fera à 
la courbe cherchée. 

De’ MONSTRATION. 


Pu 1 s qu E ( Conft. ) AP = DB , AP étant x ; DB 
fera auffi , x j AD , a — x ; 8c l’on aura , à caufe des 
triangles femblables APM , ADE , AP (x) . PM (y) 

: : AD (a — x ) . DE = ** ~~ = ( par la prop. du cer- 
% * 

cle ) Vax — xx, d’où l’on tire l’équation du Problème. 
C. Q^F- D. 

Dioclès Inventeur de cette courbe l’a nommée Cyffoïde. 
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Exemple II. 

Problème indéterminé. 

Fie. 106. J.Uat angle drSt- ABH , & un point fixe A fur un de fies 
cbtez^, étant donnez^ de pofition fur un Qlan , fi l’on mené du 
point fixe A uni ligne quelconque AG , qui rencontre le cbte 
B H en G , (fi qu'on prenne GM = G B , il faut trouver une 
équation qui exprime la nature de la courbe fur laquelle fie 
trouve le point M , (fi oms ceux que ton trouvera de la meme 
maniéré. 

Ayant fuppofe le Problème refolu, on abbaiflèra du point 
M fur AB le perpendiculaire MP -, Sc ayant pommé la 
donnée AB ,a,8c les indéterminées AP ,x<, PM, y -, PB 
fera,* — x-,ScAM,^xx-+yy, Scies triangles femblables 
A PM, ABG donneront AP (x). PM {y) : : AB ( a ) . B G = 

— = (Hyp. )GM, Sc àcaijfe des parallèles PM , B G , 
l’on aura x(AP). a-r-x(PB) :: Vxx-t-yy (AM), 

( GM, ou G B ) , d'où l'on tire_y= 4- y qui eft une 

Vive — XX 

équation du troiliême degré : car on auroic pu la divilèr 

f >ar x avant que d’extraire la racine , Sc la courbe par con- 
èquent eft du fécond genre. 

Il feroit inutile de chercher une conftrudion plus fim- 
ple que celle qui eft renfermée dans l’énoncé du Problè- 
me : car il eft impoffible d’en trouver de plus fimples. Voi- 
ci celle que l’équation donne. ^ 

Soit prolongée AB en Z), en forte que BD = utt , 
& décrit un demi cercle A KD fur le diamètre AD. Ayant 
mené par un point quelconque P la droite PK parallèle 
à BH, qui rencontrera le demi cercle en A, on prendra 
fur P K , PM quatrième proportionnelle à P K , AP , Sc 
PB , Sc Iç point M fera la courbe cherchée. 
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De’ MONSTRATION 

Pa r la conftrudion, 8c à caufe du demi cercle, y/iax xx 

[PK). x { AP ) " a — x {PB). y {PM ), d’où l’on dre 

> = -h C. Q^F. D. 

— Viax — xx 


On voie par cette équation que la courbe paffc des deux 
cotez de ion axe AB , 6c que les parties qui fout de parc 
8c d’autre font égales & femblables. 

Si 1 on fait x = o , l’on aura aufii ^ = o , ce qui mon- 
tre que la courbe palTe au point A , qui eft par confequenc 
le iommet de fon axe ; 8c la conftruétion précédente 
auiîî bien que l’énoncé du Problème , font connoître 
qu’elle coupe au point A fon axe AB i angles droits : 
car fi l’on fuppofe le point P infiniment proche de A > les 
points K 8c M en feront auiîî infiniment proches. Or puif- 
que ( conft. ) PK . AP ..PB . PM , 8c que PM eft pour 
ainfi dire nulle par raport à PB - } AP fera par conféquenc 
nulle par raport à P K ; 8c partant le point JW eft pour ainfi 
dire dans la perpendiculaire à AB menée par A. ‘ 

Si l'on faicj = o J l’on aura x=a -, d’où il fuit que la 
courbe rencontre encore ion axe au point B , puifque y y 
eft nulle. Mais outre cela , je dis qu'elle le coupe en fai- 
fant avec lui un angle de 45 degrez j car fi l’on fuppofe 
que le point P foit infiniment proche de B , le point K 
fera infiniment proche du point H milieu de la circonfé- 
rence du cercle A KD i c’eft pourquoi PK fera égale â 
PA , 8c par confequent PB = PM à caufe de l’Analogie 
précédente PK. AP PB. PM. Aiq^le petit triangle 
K PB fera rectangle 8c ifofeele , 8c partant l’angle PBM 
fera demi droit. 


' * ÛX — - XX 

La même équation y = Hh - — , fait voir que 

AP — .vpeut devenir plus grande que AB=a, fans que 
les valeurs de y deviennent imaginaires , ce qui fait voir 

Ec iij 


* 
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que la courbe paile au-delà de B H par raport à A , de 
forte que la partie MB fe continue vers /, & l’autre vers E. 
Mais parcequ’alors^y devient négative de pofitive qu’elle 

droit, l’équation deviendra — y = +: ™ ** , ou y 

XX — XX . , „ , 

— •+• _ — .. Ainli pour décrire les parties de la 

y IMS — XX 1 1 

courbe qui font au-delà de B H $pr raport à A , ayant 
mené par un point quelconque y , la droite pk parallèle à 
BH, l’on prendra pm quatrième proportionnelle à pk , 
pA , & pB , & le point m fera à la courbe cherchée. 

Si l’on augmente x ( AP ) jufqu’à ce qu’elle devienne 
» AD — ia , l’cquation deviendra y = qui fait 

voir que DF menée par D parallèle à BH,&c prolongée de 
part & d’autre à l’infini , ne rencontrera jamais la courbe, 
& lui fera par conféquent afymptote. 

Si l’on veut déterminer le point E , où la courbe cou- 
pe la circonférence du demi cercle , il n’y a qu’à faire 
pm=*pk> c’eft-à-dire , y = ^iax — xx , & mettant cette 
valeur de y dans l’équation précédente , l’on en tirera 

x=— a, c’elt-à-dire que le point E eft vis-à-vis le mi- 
lieu de BD j & que par confequent l’arc ED , eft de 
6 o degrez. 

Exemple III. 

Problème Indéterminé. 

10 7- 6. U iV E ligne droite GH indéterminée de part & d’antre , 
& un point D hors de cette ligne , étant donne g de po fit ion 
fur un Plan , fi l’on ajufie l’axe AE d'une courbe quelconque 
FAM fur la ligne GH , e*?- qu'on applique au point fixe D 
une réglé DM F , indéfinie de part <&• d’autre du point D , 
qui en tournant fa fie mouvoir la courbe FAM en pouffant de 
coté ou d autre un point déterminé C de fon axe , le long de la 


Digitized by Google 


A LA GEOMETRIE. Iît 

. li & ne L> lcs •«“rf'ttions F é- M de la règle DMF , avec 
U courbet AM , décriront par ce mouvement deux autres cour, 
bes , ou deux parties d'une courbe KF & IM. L'on propofe de 
trouver des équations qui en expriment la nature. * 

Ayant fuppofé le Problème refolu , l’on mènera du 
Point B la ligne DE perpendiculaire à G//, ou à l’axe de 
7/,? Urbe FAM > & du P oint d’interfcâion M les lignes 
MP J^^paralleles à DE & à AE : & ayant nommé 
s onnees DE , a ; AC , b } & les indéterminées EP 
ou^W , x -, -EG , ou PM , y ; AP , ^ j CP fera , ^ — b 
a — y ; & les triangles femblablcs DOM , MPC 
donneront a—y(Dl2J.x( QM) ::y ( MP) . ^—b ( PC ) „ 
d ou 1 on tire cette équation. 

A : x y ~ a A — yA — ab-t~by , qui eft une équation ge- 
nerale pour la courbe JM , telle quepuillë être la cour- 
te FAM. r 

Si l’on change les lignes des termes de l’équation A . 

*by y ou renC ° nCre J 1>on aura — X y=a^ + y^ — ab — 

x y— fK. yKr*- a b -t- f>y , qui eft une équation 
generale pour la courbe KF : car l’inconnue PM = y 

e politive qu’elle école , devient négative FO , £ P — x 

devient EO , & AP= ^.devient AO. Ce qu’on peur ai-’ 
•lühient prouver en cherchant une équation dans cette 
luppoficion : car CO étant à prefent , b—^ EC fera 
x -i- v— b ; & les triangles femblables DEC , FOC don- 

™™™*(DE).x+^—b{EC)-.:y{FO).b — ^CO\ 

ou on tire xy az^ — yz^-t- ab + by , qui eft l’équa- 
tion B. * 


La nature de la courbe FAM étant donnée , l’on au- 
ra une équation qui exprimera la relation de fes coor- 
données AP , ou AO ( & PM , ou OF , ( y ). d’où 

Ion tirera une valeur de a^que l’on fubftituera dans l’c- 
quation A , ou B ; & l’équation qui en rélûltera expri- 
mera la nature de la courbe IM , ou KF , & en détermi- 
nera le genre. 
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Soit par exemple la courbe F AM «ne Parabole du^ 
premier genre dont le paramétré foit p , 1 oji aura ( Art. 
io.)px^O,ou f x AP = F0‘ , ou P M * , ce qui cil en 

termes algébriques pzj= yy, d’où l’on tire xj= , 8t met- 
tant en la place de j^dans les équations A 8c B fa. va- 
leur^, l’on aura après avoir divifé par/ 

£ y • w 


D. x = 


— ay —yy by-\-ab 


p y 

L’équation C donne cette conftruâion. Soit menée par 
un point quelconque ^pris fur DE la droite QM parallèle 

à GH. Soit fait p. DQy : QE . - - ; & QE . DQj: 

P 

T .„ DQXAC 0 DQXQE DQXAC 

AC . — — , 8c ayant fait QM — _ — 

QE p QP 

le point M fera à la courbe cherchée IM. 

Ayant prolongé DE du côté de E vers S , 8c mené par 
un point quelconque R pris fur ES la droite RF parallèle 

DR X CA DR X <* ' 
à GH j l’équation D donnera RF — — — > 


& le point F fera à la courbe KF. Tout ceci eft évident 
par la feule infpe&ion des équations CS& D. 

Si l’on fait y = a , l’équation C deviendra jf = o,ce 
qui fait voir que la courbe JM paflê par le point D ; & fi 
l’on fait y = o , l’équation C donnera * = — -f- -+- -j 
— — qui montre que H G prolongée à l’infini du 
côté de G , eft afymptote à la courbe IM , 8c s’en appro- 
che de plus en plus à l’infini ; ôc l’équation D donne 
x — , qui montre que H G prolongée à 

l’infini du côté de H, eft afymptote à la courbe KF. 

L’on 
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L’on a conftruit ces équations en regardant y comme 
donnée , parce que fi on l’avoit regardée comme incon- 
nue , ôc x comme donnée , la conftru&ion auroit été plus 
compofée , & auroit dépendu de la Gcomctrie folide : car 
l’équation auroit été <ju troifiêmc degré. 

Alt Defcartesa nommé * dans cette iuppofition , les cour- * Gcom. 
bes IM & KF paraboloïdcs. Liv - 1* 

7. Si la courbe F AM devient un angle rediligne donc 
le fommec foie en A , la raifon de AP à PM , ou de AO 
à O F fera confiante * qu’elle foie donc comme 4 «à c ( fi 
b exprime AC , c exprimera la parallèle à DE menée de 
Cjuiqu’à une des droites AM , ou AF ) , & l’on aura ^ . 

y :: b .c j d’où l’on tire K.~~ '■ & mettant cette valeur 

de s ^ dans les équations A & B , l’on aura les deux fui- 
vantes , 

cxy-=aby — byy — — abc - 4 - bey , & 

cxy = — aby — byy •+■ abc bey , qui font deux équations 
à l’Hyperbole que l’on conftruira par les régies de l’Ar- 
ticle 1 1 , ou u, 

8. Mais- en ce cas on peut avoir des équations bien plus 
fimples enfuivantles Obfervations de l’Art. 4. Soient me- 
nées du point fixe D les droites DE parallèles à AM ,Tig.ioS, 
qui rencontrera G IF en E ; DP parallèle à AF , qui ren- 
contrera GH en 0 ; & des points d’interlèdion M 6c F , 

les droites MQJbc F P parallèles à GH , qui rencontre- 
ront DE & DP en QJc en P 5 & ayant nommé les don- 
nées DE , a } AC , b 3 DO , c ; St les inconnues AE , ou 
MQ^, x ; AM ou EQ,y i AO ou F P , 5^ j AF , ou OP , 
u ; CE fera , b ■+■ x j DQ ^ a — y -, CO , ^ — b ; DP , r-+- «5 
& les triangles femblables DEC , DQM St DOC , DP F 
donneront, a (DE).b-h-x ( £C)::a — y ( DQJ) x ( QM ) , 
Str(Z> 0 ).^— b ( OC) : : c-\-u ( DP ) . PF ), d’où 
l’on tire ces deux équations by-*-xy=ab, Sczu — bu=bc , 
qui font à l’Hyperbole par raport à Tes afymptoces , St 
que l’on conftruira par les régies de l’Article 11. 

9. Si la courbe F AM eft un cercle donc le centre Toit Fie. 109. 

Ff 
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C , l’on aura en nommant les lignes comme on les a nom- 
mcesn°. 6. xb^ — z&=yy , d’où l’on tire x== b-*-Vbb — y y ; 
& mettant cette valeur de i^dans les deux équations gé- 
nérales , l’on en aura deux autres , dont l’on tirera les deux 
qui fuivent. . 


E. x 


o — y X ykb—yy & 


y 


j? . x = “ ~ lt ~ y X yhb — —, qui font du quatrième degré ; 

•” 1 

te par conféquent les courbes IM , KF , dont elles expri- 
ment la nature , font du troifiême genre. 

Ces deux équations préièntent une conftruélion allez 
Ample pour décrire par des points les deu^j courbes IM , 
te KF : mais les interfc&ions M te F du cercle F AM avec 
la régie mobile DMF , en donnent une encore plus Am- 
ple : car ayant mené du point D une ligne quelconque 
DC , qui coupe GH en C , fi l’on fait CM te CF chacune 
égale à la donnée b ; les points M U F feront aux deux 
courbes IM te KF. 


De’ MONSTRATION. 

AYan t mené des points M 8c F les droites MF, MQ ^ 
FO te FR parallèles à DE te à GH, les triangles fembla- 
bles , MFC , DQM , te FOC , DRF donnent , 

y(MP ). Vbb—yy (PC)::*—y(.DQj .x(QM), te 

y ( FO) . y/bb—yÿ ( OC ) : : a+y (DR ) .x(RFJ, d’où 
l’on tire les équations E te F. C. Q^F. D. 

Les deux équations E te F font voir que les courbes 
IM te KF paflent de l’autre côté de leur axe DE par ra- 
port à C , te que leurs parties qui font des deux cotez de 
DE , font égales te fêmblables. 

Si l’on fait y = o , l’on aura * = -f- ^ , d’où l’on 
voit que GH prolongée de part te d’autre à l’infini, eft 
afymptoteaux deux courbes IM te KF. 
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Si l’on fait x=o , l'équation E fe changera en ces deux 
fui vantes yy — iay-+-aa = o , & bb — yy = o , d’où l’on 
tirej= a,ècy =*+- b * il iiiic de la fécondé^/ que 
les deux courbes JM&C KF coupent l’axe DE en deux 
points I & K , qui font éloignez du point E de la gran- 
deur du demi diamètre CM. Il fuit de la première^- =a, 
que la courbe JM pçut pafler par le point fixe D , ce qui 
arrive lorfque b = a , & lorfque b furpaflè a avec cette 
différence , que lorfque b = a , elle coupe l’axe DE au 
feul point D ; & lorfque b furpaflè a , elle le coupe au 
point D, & en un autre point plus éloigné de E que le 
point D t de forte qu’elle fait en ce cas une efpece de noeud, 

& eft femblable à la courbe du Problème précédent. 

L’on auroit connu la même chofe par le moyen de l’c- 
quation F. 

Nicomede auteur de cette courbe l’a nommée Conco'i- 
de , & le point Z), le pôle de la Concorde. 

Exemple IV. 

Problème Indéterminé. 

t 

ro.LU angle droit ABH , &■ un p oint fixe A ,fur un de fes Fie. i to. 
cbtcz^ AB étant donnez^ il faut trouver dans cet angle le point 
M , en forte qu’ayant mené du point A parM , la ligne A M G 
qui rencontre l’autre coté B H en G , & du meme point M , la 
ligne MP parallèle à BH , MG foit égale à AP. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, & nommé la don- 
née j4B , a j & l^s inconnues AP , ou ( Hyp. ) MC y 

P M ,y 5 BP fera , ^ — X* AM & l’on 

aura à caufe des parallèles BG , PM , x ( AP ) . y/xx-^-yy 
( AM ) : : a — x {PB), x { MG ) , d’où l’on tire apres 


les réductions ordinaires,^/ = •+- ’ < l u * une 

équation du quatrième degré ; & par confisquent la cour- 
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b*e dont elle exprime la natuce , eft du troifiême genre. 

On voit par cette équation que la courbe a deux par- 
ties égales & femblables , l’une d'un côté de fon axe AB , 
& l'autre de l’autre. 

Si l’on fait y — o , l’on aura* = }<t , d'où il fuit que 
la courbe coupe AB^zt le milieu en C, & qu’elle ne la 
rencontre en aucun autre point-, puifqu’on ne trouve qu’une 
feule valeur pour x. 

Si l’on fait x = o , l’on aura y — f qui pourroit 
faire penfer que la courbe paflè auffi au point A , puif- 
que y y devient nulle : mais on en eft defabufé , lorf- 
qu’on fait x moindre qu’un ÿ a , ou négative : car alors 
les valeurs de y deviennent imaginaires } c’eft pourquoi 
la courbe ne rencontre AB qu’au feul point C. 

Si l’on fait x = a l’on aura y = ■+■ £ , ce qui fait 

voir que la ligne B H prolongée de part & d’autre à l’infi- 
ni , eft afymptote à la courbe. * 

Si l’on fuppofe que x furpaflè a , ce qui eft poffible -, 
le dénominateur a — x du membre fractionnaire de l’é- 
quation , deviendra une quantité négative ; c’eft pourquoi 
les valeurs pofitives de y deviendront négatives , & les 
négatives deviendront pofitives ; mais pour les IaifTer dans 
l’état où elles font, il n'y a qu’à changer les fignes du dé- 
nominateur a — x } Sc l’on aura y=-+- * ■ “ ' d’où 

l’on voit que la courbe a encore deux parties qui font 
au-delà de l’afymptote B H , dans les deux angles HBD y 
J BD faits par le prolongement BD de l’axe AB , & par 
la ligne HBI ; que ces deux parties ont encore pour afym- 
ptotc la ligne HBI : car fi l’on £ùt dans la demiere équa- 
tion x—a , l’on aura^= ^ ", & que ces deux mêmes 

parties ne rencontrent point la ligne BD prolongée : car 
rien n’empêche d’augmenter x à l’infini , fans que les raci- 
nes de y deviennent nullesoù imaginaires , ce qu’on a déjà 
remarqué en faifânt^ = o. Les deux équations préceden- 
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tes y =* * Vw -«* t & y = fourniflènt cette 

7 * — * 7 je — a 


conftruclion. Soie z ax — qui eft une équation à 
la Parabole , qui étant conftruite füivant les régies de l’Art. 
19 , aura pour Ibmmet le point G, &c pour axe la ligne CD. 
Ayant mené d’un point quelconque P pris fur CD, une 
ligne DA parallèle! BH , qui rencontrera la Parabole en 
K , foit prife PM quatrième proportionnelle à BP , PA t 
&c P K , & le point M fera à la courbe cherchée. 


De’ monstration. , , 

E L l E eft claire par l’équation précédente. 

Cecte conftru&ion , &c l’équation à la coprbe , font voir 
que les deux parties de la courbe qui font dans les angles 
HBD , JBD ne rencontrent point la Parabole CK : car 
lorfque le point P fe trouve au-delà de B par raport à 
A , BP eft toujours moindre que PA ; &par conféquent 
P K moindre que PM. On voit la même chofc par l'équa- 
tion : car fi l’on fait l’appliquée P K de la Parabole égale 

à l’appliquée PM de la courbe, c’eft-à-dire \/iax — aa —y y 
en mettant cette valeur de y dans l’équation à la courbe , 
l’on en tirera* — ^ <*, qui marque que ces deux appli- 
quées ne peuvent être égales qu’en un feul point C , ou 
elles font nulles ,ou = o, & que par confequent la courbe 
ne rencontre la Parabole qu’au feul point C. 

On voit auflï de ce que PB . PA :: P K . PM que plus 
le point P s’éloigne de B, allant vers D , plus les points 
K&c M s’approchent l’un de l’autre ; de forte que fi l’on 
fuppofe le point P infiniment éloigné de B, PB fera pour 
ainfi dire égale à PA -, & partant auflï PK — PM , d’où 
il fuit que la Parabole CK ,& la courbe CMM , font afym- 
ptotes l’une à l’autre. 
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Exemple V. 

Problème Indéterminé. 

n.D ECRIRE la C furie dont la nature ejl exprimée 
par l'équation fuivantc , qui tfi du quatrième degré , & où 
les deux inconnues x & y , font élevées au-dejfus du fécond 
x* — ayxx-hbyyx-»-cy‘ = o. 

En afRgnant à y une valeur arbitraire , on regardera 
cette équation comme une équation déterminée du qua- 
trième degré , Sc formant , félon les réglés de la Sec- 
tion précédente , une éqqation à la Parabole , par exenv 
pie axj= xx j & mettant dans l’équation précédente 
pour xx là valeur as^, l’on aura aas^i — aayx^- hyyx •+■ cy* 

— o, ou zpi — y k - — — — = o , qui 


eft une autre 


équation à la Parabole ;'on combinera ces deux équations 
à la Parabole pour avoir une équation au cercle s on con- 
ftituera cette équation au cercle avec la première équa- 
tion à la Parabole , qui eft la plus fimple^, & les points 
d’interfcéHon détermineront les valeurs de x correfpon- 
dantes à celles que l’on aura aflîgnées à y , que l’on prend 
pour l’axe de la courbe qu’on veut décrire , & ayant appli- 
qué ces valeurs de a.- , â l’endroit de l’axe où fe termine 
la valeur aflignée à y , l’on aura autant de points de la 
courbe cherchée que l’on aura trouvé de valeurs pour x 
pofitives & négatives 5 & de cette maniéré , en amenant 
luccelîîvement differentes valeurs à y , l’on aura difterens 
points de la même courbe. Où l’on remarquera que l’é- 

S uation à la Parabole az==xx , ne renfermant point l’in- 
éterminée^, la même Parabole fervira toujours dans 
tous les changemens de valeurs que l’on alignera à Il 
n’y aura donc que le cercle dont la grandeur variera fé- 
lon que l’on augmentera , ou que l’on diminuera la va- 
leur de^. 
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L’on s’efl déterminé à prendre^- pour donnée , quoi, 
que Tes dimcnfions l'oient moindres que celles de x , par- 
cequeja un fécond terme dans l’equation, &c x n’en a 
point, outre que la conflruélion eft la même, foit que l’in- 
connue ait quatre dimen(Ions,ou qu’elle n’en ait que trois. 

Si les deux inconnues x &^avoientcu çhacune un fé- 
cond terme, l’on auroit pris indifféremment l’une ou l’au- 
tre pour confiante , & l’on auroit fait évanouir le fécond 
terme de celle que l’on auroit prife pour inconnue , afin 
de faire toujours fervir le cercle dans la conflruélion. 

Si l’une des deux inconnues étoit élevée au-deflus du 
quatrième degré , on décriroit encore la courbe par le 
moyen de la Parabole &c du cercle , fi l’autre inconnue 
étoit du troifiême ou du quatrième : mais on la décriroit 
par le moyen du cercle feul, félonies réglés delaSeclion 
fécondé , fi elle n’avoit qu’une ou deux dimcnfions , en 
prenant dans l’un &. l’autre cas celle qui excède le qua- 
trième degré pour confiante. 

Si dans une équation indéterminée , les deux incon- * 
nues excédent le quatrième degré , lecercle ne pourra plus 
fervir pour décrire la courbe ; il faudra alors former une 
équation à la première Parabole cubique , par le moyen 
d’une nouvelle inconnue , &, de celle de l’équation dont 
on veut trouver les valeurs, c’efl-à.dire , de celle que l’on 
ne prend point pour confiante. 

On fubflituera dans l’équation propofée , en la place 
des troifiême , fixiême , neuvième , dre. puiffânccs de l’in- 
connue que l’on ne prend point pour confiante , leurs va- 
leurs tirées de l’équation à la Parabole cubique ; ce qui 
donnera une équation à une courbe qui fervira avec l’é- 
quation à la Parabole cubique , à décrire la courbe dont 
l’équation propofée exprime la nature, comme on va voir 
par l’exemple qui fuit. 

. ■ - i *j1 

•j< L 1 ». lit/ vs MSI . 

■ ■ > K : p ’l ’.U 
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Exemple V'I. 

» Problème Indéterminé. 

ix D ECRIRE la courbe dont la nature efl exprimée 
par l'équation fuivante , qui eft du fixième degré , &■ où les in- 
connues x y font toutes deux élevées au-dejfus du quatrième, 
x" -+- ayx' — byyx' -+■ bcy'x -t~y' = o , 

En prenant^» pour confiante , & la ligne qu’elle exprime 
pour l’axe de la courbe qu’on veut décrire , l’on fera aa^_ 
x 1 ; donc <*’ x‘, & fubftituant dans l’équation pro- 
pofée en la place de x*, & de x 1 leurs valeurs Si aag> 
l’on aura celle qui fuit , 

a'zg-ha'zyx — aab\yy -+- bey' x-^- y =o , qui eft une équa- 
tion où l’inconnue x , n’a qu’une dimenfion -, 6c que l’on 
conftruira par conféquenc par les régies de la Se&ion fé- 
condé , & les interférions avec la Parabole cubique , que 
Pon décrira auffi par les mêmes régies puifque l’inconnue 
g, n’a auffi qu’une dimenfion , donneront des valeurs de x - 
correfpondantes à celles que l’on aura affignées iy. II en 
eft ainfi des autres équations plus compofées. 

Maisau refte de quelque genre que puifle être une cour- 
be , il eft rare que l’on ne puiflè pas trouver une maniéré 
de la décrire , plus fimple que celle qu’on tire de fon équa- 
tion , en fuivant les régies preferites n°. î. & 3. ou autre- 
ment. 

Corollaire. 

13.I L eft clair qu’on peut conftruire les équations dé- 
terminées où l’inconnue eft élevée au-defifus du quatrième 
degré comme on vient de dire , en formant une équation 
à la Parabole cubique avec une nouvelle inconnue , & cel- 
le de l’équation : car après les fubftitutions l’on pourra 
toujours avoir une équation à une courbe où l’inconnue 
de l’équation propofée n’excédera pas le fécond degré 5 & 
la courbe dont cette équation exprime la nature , & la 

Parabole 
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Parabole cubique étant décrites , leurs interférons dé- 
termineront les valeurs ou racines de l’inconnue de l’é- 
quation propoice. Il eft pourtant certain qu’un Problème 
de cette nature fera toujours eonftruit plus élégamment, 
lorfqu’ayant employé deux inconnues pour le refoudre , 
on le conftruira avec les deux premières équations dans 
lcfquelleson fera tombe à la maniéré de ceux de la Section 
neuvième , comme on va voir par l’exemple qui fuit. 

. Exemple 

De la conflrujilion des Problèmes dont les équations déterminées 
excédent le quatrième degré. 

Problème. 

r 4- U N angle droit ABH , & un point fixe A fur un de F i g.ihv 
fies cotez, étant donnez } il faut trouver au-dedans un point 
M , d'où ayant abbaijfé fur AB la perpendiculaire MP , le 
rectangle A P x PM , fiïit égal à AB ; & qu’ayant mené du 
point A par le mime point M la droite AMC qui rencontre 
B H en C , AM foit égale à BC. * 

Ayant ftippofé le Problème réfolu , & nommé la don- 
née AB , a j & les inconnues AP , x j PM ,y j AM fera 

raport a les afvmptotês. 

A caufe des triangles fetnblables APM , ABC , l’on 
a, A P [x). PM (y)::AB(a). -Z?C%= ~ = ( Hyp. ) 

y/ xx -+- y y = A M. , ou en quarrant les deux membres , & 
multipliant par xx , aayy =■ x * ■+■ x xyy , qui eft une équa- 
tion à une courbe du troifiême genre, d’où faifànt éva- 
nouir y par le moyen de l’équation à l’Hyperbole xy = 
aa , l’on aura a’ = x * -+- a' xx , qui eft une équation déter- 
minée du fixiéme degré. 

Pour la conftruire par le moyen de l’équation détermi- 
née a‘ = x‘ -t- a* xx , i oie fait aag==x\ qui eft une équa- 
tion à la première Parabole cubique ; & mettant dans l’é- 
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quation a* = x" -t-a* xx y en la- place de*' la valeur aat^ elle 
deviendra /ta = xx , qui cft une équation au cercle. 

Fie. in. Soit préfentement F l’origine des inconnues des deux 
équations au cercle, 6c à la Parabole cubique, ^ qui va 
vers G , 6c x qui lui eft perpendiculaire , éc va en haut. Si 
du point F pour centre ôc pour rayon AB — a , l’on dé- 
crit un cercle - y 6c fur la même FG pour axe , dont le 
fommet cft F, 6c le paramètre a , la Parabole cubiqufc/C .F.2V; 
elle coupera le cercle en deux points K 6t iV, 6c la per- 
pendiculaire JVf^fera la valeur pofitivê de x , 6c KL fa 
valeur négative qui fera égale à la pofitivê , de forte 

F ic. ni. qu’ayant lait AP = 2 LQ^, le point P fera un des points 
j ii. cherchez. 

De’ MONSTRATION. 

Pa R la propriété de la Parabole cubique (Art. 9. n 3 . 1 8.) 
FQjtaa = QN' y ou en termes algébriques aaz^— .v ! , 
qui montre que cette Parabole , îfelfc pas lèmblable à la 
Parabole ordinaire , 6c que lés deux parties vont l’une 
d’un coté , 6c l’autre de l’autre de l’axe FG d’un fens 

contraire : car l’on tire de fon équation x = qui 

fait voir que x , n’a qu’une feule valeur qui efl: pofitivê : 
mais fî l’on fait négative , Pon aura x*a = — où je 
n’a qu’une feule valeur qui eft négative. Maintenant par 
la propriété du cercle ,1’on a Fl — F£P = QN‘ , ou en 
termes algébriques a a — 2£.= xx , ou a — x" = a' xx , 
qui eft l’équatid^que l’on a conftruite. C. Q^F. D. 

Mais pour réloudre entièrement le Problème , il faut 
encore déterminer la grandeur de PM =y j c’cft pour- 
quoi reprenant l’équation à l’Hyperbole xy—aa , qui 
eft la plus fimple des deux premières qu’on a trouvées , 

Ton en tirera^ = — , qui eft une équation déterminée 

du premier degré à caufc de x dont la valeur vient d’ê- 
tre trouvée ; c’eft pourquoi fi l’on prend PM troifiême 
proportionnelle à AP ÔC à AB , le point M ièra celui 
que l’on cherche. 
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On pourra aufli conftruire cette équation a x -h a*xx 
par le moyen du cercle & de la Parabole ordinaire : car 
ayant fait af—xx , l’équation déterminée. deviendra a 
= f ' -+■ aaf y en mettant pour xx fa valeur af, qui eft une 
équation du troiflême d^gré , que Pon conftruira par les 
régies de la Section neuvième -, & après avoir trouvé par 
ce moyen la valeur de f y l’on aura celle de x — AP qui 
eft une moyenne proportionnelle entre** & f : cela fait , 
il faudra encore déterminer la gj^ndeur de PM = y 
comme on vient de faire. 

Pour conftruire prefentement le Problème avec les 
deux premières équations xy=aa , & aayy == xxyy -, 
l’origine des inconnues x SQf, dans l’une &i dans l’autre ,• * 
étant au point A , x allant vers B , Scy parallèle à B H ; Fie. 
fcyant fait BH — AB =a , fie mené AS parallèle à BH+ 
l’on décrira par H entre les afymptotes AB } AS i’Hy- 
perbole HM. 

L’énoncé du Problème donne une defeription très- 
fîmple de lacourbe AM dont l’équation aayy= x* -xxyy 
exprime la nature , & cette courbe coupera l’Hyperbole 
HM au point cherché M. La Démonftration en efl clai. 
re, & l’on voit que cette conftru&ion réfout pleinement* 
naturellement , 6c très-élegamment le Problème. 

On pourroirtfc garder cc Problème, comme un Problè- 
me folide, puifqu’on l’a conflruit avec le cercle, & la Pa- 
rabole ordinaire : mais on a jugé à propos de le faire fer- 
vir d’exemple pour la conflruction des Problèmes dont les 
équations excédent le quatrième degré. 

Si on examine la nature de la courbe A^^^Cr le moyen 
de fon équation , l’on en tirera une defeription allez fini- 
pie ; & l’on trouvera qu’elle touche fon axe AB au point 
A , &c qu’elle a pour afymptote la droite B H , &c. 

R E M A R Q^U ES GENERALES 
Sur Lt confinai ion des Problèmes dé termine indéterminé^. 

M-LEs Problèmes déterminez tels qu’ils puifTent être, 
ont toujours autant de folutions que les deux lignes , droi- 

G g >1 


xn. 
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tes ou courbes , qui fervent à les réfoudre , ont de points 
communs ou d’interfecHons -, 6c fi ces deux lignes ne iè ren- 
contrent pofnc , le Problème fera impoflible. 

On pourroic aufli fe fcrvir de l’équation à l’Hyperbo- 
le x y = aa , au lieu de l’cquation à la Parabole ay = xx , 
pour tirer des équations indéterminées des équations dé- 
terminées , du troisième 6c du quatrième degré , & de l’é- 
quation à l’Hyperbole.cubique xxy =a } , au lieu de l’é- 
quatioil à la Parabol^cubique aay—x? , pour conilruire 
les Problèmes déterminez dont les équations excédent 
le quatrième degré. Enfin les Problèmes déterminez con- 
firmes de la maniéré que nous avons propofee , feront tou- 
jours conftruits ayec les comtes les plus lîmples qu’ils le 
puillènt être. 

. 1 6 Pour décrire les courbes du premier genre , on a* 

réduit leurs équations «à un certain état : on n’a point 
fait la même chofe pour décrire celles des genres plus 
compofcz , pareequ ’il y en a une trop grande quantité 
dans chaque genre. Il peut neanmoins arriver qu’en chan- 
geant l’origine , ou la poiition de leurs axes , ou ce qui 
revient au même , de leurs coordonnées , les équations 
en deviendront plus fimples ; 6c par coniëquent aufli leur 
confiruclion. Or ceschangemens fè ébnc de la même ma- 
niéré que ceux qui le font par les réductions, comme on 
a vû dans toute l’étendue de la Section huitième , en 
égalant une de leurs inconnues -+• ou — une quantité con- 
nue à une nouvelle inconnue , 6c fubftituant dans l’équa- 
tion la val^jHK l’inconnue que l’on en veut faire éva- 
nouir , ce qurdonnera une équation dont la forme fera 
différente de la première. On peut faire la même chofe 
fur l’autre inconnue. 

On peut encore non-feulement changer l’origine des 
coordonnées ; mais on peut aufli changer l’angle qu’elles 
font entr’elles , 6c leur faire faire tel angle qu’on voudra, 
comme l’on a fait en pluiîeurs endroits de la même Section 
huitième. , ■. . . 

• - •' * 
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SECTION XII. 


Des Courbes méchant que s , ou tranfcendentes , de leur 
defcription , (§r des Problèmes quon peut 
conjlruïre par leur moyen. 

XXVI. O u t e s les Courbes géométriques ren- 
trent en elles. memes , ou s’étendent à l’in- 
fini j de maniéré que leurs axes , ou leurs coordonnées 
les rencontrent en un nombre déterminé de points , ce * 
qui fait que les lettres indéterminées des équations qui 
en expriment la nature , ou , ce qui eft la même chofc , 
qui expriment la relation que leurs coordonnées ont en- 
tr’elles , ont un nombre déterminé de dimenfions , 6c 
qu’on peut par conféquent trouver tous les points de ces 
Courbes géométriquement , c’eft-à-dire , par l’interféclion 
de deux lignes géométriques droites, ou courbes. 

Toutes les Courbes méchaniques rentrent auffi en elles- 
mêmes, ou s’étendent à l’infini : mais on ne peut point 
trouver d’équations qui expriment géométriquement la 
relation de leurs coordonnées : car il y a des Courbes 
méchaniques dont une des coordonnées eft une ligne 
droite , 6c l’autre une ligne courbe dont la rectification 
eft géométriquement impoflïble. Il y en a d’autres dont 
les coordonnées font deux lignes courbes ; d’autres dont 
les appliquées partent toutes d'un même point, 6c d’au- 
tres qui font figurées de manière que leurs a*es les ren- 
contrent en une infinicé de points * d’où il fuit qu’afin 
qu’une équation en pût exprimer la nature ; il faudroit 
qu’au moins une de fes inconnues eût une infinité de di- 
menfions , ce qui eft impofiible ; 6c c’cft po®: cela que 
ces Courbes font auffi nommées tranfeendentes. 

Il fuit de tout ceci que l’on ne peut géométriquement 
trouver tous les points des Gourbes méchaniques , puif- 
que leurs équations n’en expriment que mcchaniquement 
la nature. G g iij 
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Il y a même des Courbes méchaniques dont on ne con- 
noît que certaines proprietez , d’où l’on ne peut tirer 
d’équations en termes tinis. Il faut alors avoir recours à 
l’infini , en regardant les Courbes comme des Polygones 
d’une infinité de cotez , 6c en comparant les cotez d’un 
triangle infiniment petit , formé par une petite portion 
de la Courbe comprife entre deux appliquées infiniment 
proches, par la différence de ces deux appliquées ; 6c par 
la dillance de l’une à l’autre , 6c que l’on regarde comme 
un triangle rectiligne , aux cotez d’un grand triangle 
formé par la tangente , ou la perpendiculaire , par l’ap- 
• pliquée , 6c par la foùrangente , ou par la foûperpendi- 
culaire , 6c les équations que l’on tire de la comparaifôn 
des cotez de ces deux triangles , font nommées équations 
différentielles -, parce que les cotez du petit triangle font 
les différences de la Courbe , des deux appliquées infini- 
ment proches , 6c des deux ablcillès qui correfpondent à 
ces deux appliquées. 

On n’entreprend point ici de donner une Théorie com- 
plété des Courbes méchaniques -, mais plutôt une fimple 
explication de celles qui fe rencontrent le plus ordinai- 
rement dans les Ouvrages des Geometres , 6c particuliè- 
rement dans l’excellene- Livre de i’AnaJyfê des Infiniment 
Petits de feu Monffeur le Marquis de l’Hôpital , où il fup- 
pofe que fon Le&eur connoifle toutes les Courbes dont iL 
explique les plus belles proprietez. 

Proposition I. 

g. xi}. 1 . S O 1 t * un cercle A BP , dont le centre efl: C, 6c un 
rayon CA. Si l’on conçoit que le rayon CA fiafle un tour 
entier autour de fon extrémité immobile C , de maniéré 
que le point A fe meuve uniformément fur la circonfé- 
rence de A & par B en A , pendant qu’un point mobile 
parcourera aulfi d’un mouvement uniforme , le rayon CA 
allant de C en A 5 ce point décrira par la compofition de 
ces deux mouvemens , un»Courbe CDMA , qui aura 
cette propriété dans toutes les fxtuations de AC , par 
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exemple en celle de CP , que la circonférence entière 
AB A fera à fa partie AB P: comme CA ou CP à CM , 
ou (ayant nomme CA , a-, AB A , c * AB P , x-, CM, y ;) 
c . x y. 4 . y , d’où l’on tire ax — cy^ 

Si l’on fuppofe que le rayon CA fade encore un, ou 
plufieurs tours , le point décrivant parcourera pendant 
chaque tour , fur CA prolongée , des parties comme AF. 
égales à CA , & la courbe fera autant de tours autour 
d’elle-même , que CA en aura fait 5 6c comme on peut 
fuppofer que le rayon CA falfe une infinité de tours ; il * 
fuit que la Courbe peut le rencontrer en une infinité de 
points j 6c que par conlcquent elle*ell méchanique , ou 
tranfeendente. 

Archimede Auteur de cette Courbe l’a nommée Spirale. 

Pour la décrire , ayant divifé la circonférence AB A , 
8c le demi diamètre CA en un nombre égal de parties 
égales , 6c mené CP à quelqu’une des diviiions, on por- 
tera de C en M autant de parties de CA , que A BP en 
contient , ou de P en M , autant de parties de CA que 
AFP en contient ; 6c de l’une ou de l’autre maniéré le 
point M fera à la Courbe CDM : car l’on aura toujours 
AB A . AB P :: CA . CM , ou AB A . AFP :: CA. PM. 

On décrira de m em e. le 2 e tour, en portant fu r lpp.r o- 
longement de UP aufaîit d? partie ?' dcCA c^tié Àj^TPen 
contient , 6c ainfi des autres , en décrivant pour chaque 
tour un cercle dont le rayon foit double , triple , &c. du 
rayon CA. 

Si l’on fuppofe que le rayon CA , 6c le point décrivant, 
fe meuvent avec des viteflès qui foient en telle raifon 
qu’on voudra , c’eft-à-dire , que ces viteflès foient telles 
que l’on ait toujours ABA m . ABP m :: CA' . CP" , ou c m . 
x m :: a", y", d’où l’on tirera a" x m = c" y " , qui elt une 
équation pour toutes les Spirales à l’inôni. 

Ce feroit la même chofe fi le rayon AC tournoit au- 
tour du point Cd’un fens contraire , de A par F vers P , 
pendant que le point mobile defeendroit de A vers C, en 
fuppofant les viteflès telles qu’on les vient de fuppofer : 



138 Application de l’Algebre 
car nommant AFP , xi Sc PM , y ; l’on auroit encore 
C m .x m :: a" .y n , ou k" = , qui eft l'équation pré- 
cédente. *' 

Si 7>i Se n lignifient d<^ nombres pofitifs , les fpiralcs fe- 
ront nommées paraboliques -, Se fi l’une des deux fignific 
un nombre négatif, elles feront nommées hyperboliques ; 
pareeque fie &Lx exprimoient des lignes droites aifli-bien 
que a &c y , ces équations appartiendroient à la Parabole 
dans le premier cas, à l'Hyperbole dans le fécond. Par 
exemple, fi m — 1 , & n— 1 , l’on aura aax ~cyy • Si m 
= 1 , &in— — 1 , l’on aura xy = ac. .Si m = 1 , & « = 

— 1 , l’on aura xxy acc , &c. L’on décrira ces Courbes 
comme fi elles étoient géométriques , en fuppofant la 
quadrature du cercle.. 

Proposition IL 

Fig. 114. t. S O 1 T un quart du cercle ADB , dont le centre eft 
C , Sc les rayons CA &c CB. Si l’on conçoit que le rayon 
• CA fe mcuve.uniformemcnt autour du centre C, jufqu’à 
ce qu’il arrive en CB , & que pendant ce temps-là une 
perpendiculaire PM au rayon CA , partant du point A , 
parcourre auilt uniformément le rayon AC , en demeu- 
rant parallèle à CB * l’interfe&ion M du rayon CA qui 
devient CD , Sc de La perpendioolaire PM , décrira une 
courbe A MB, qui fera telle que ADB . AD : : AC. AP. 
Dioclès , fon Auteur, l’a nommée Queidratrice. 

Fig. iij. j. Si le rayon AC au lieu de fe mouvoir autour du 
centre C, lé mouvoit parallèle à lui-même, de forte 
qu’étant parvenu dans une firuation quelconque DF , 
l’on ait toujours ADB . AD :: AC . AP -, l’interfeâion 
M de la parallèle DF avec la perpendiculaire PM , dé- 
criroit la Courb z^AMB, que Monsieur T chirnhaufcn a au fil * 
nommée Quadratrice. 

Fig. 114. Si l’on nomme AC, a ; ADB , c -, AD, x ; AP, y -, l’on 
iij. aura c.x:ia y ; donc ap—cy, pour l’équation commune 
à ces deux courbes. 

Proposition 
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Proposition III. 

4 .S Oient deux cercles AFB, ALI égaux ou inégaux. Fie. uc. 
qui le couchent en A , dont les centres foient C& Af, & 
les rayons CA , ou CB & : foit de plus un point fixe 

D , pris fur le rayon CB prolongé , ou non prolongé. 

Si l’on fuppofe préfentemenc que le cercle AFB roule 
fur le cercle ALI , jufqu’a ce que le point B foit parvenu 
en T , le poinc D décrira par ce mouvement une portion 
de Courbe DMS , que l’on appelle demi Epicycloide , ou 
demi Roulette. 

Pour trouver une équation qui renferme quelque pro- 
priété de cette courbe , fuppofons que le demi cercle mo- 
bile AFB , foit parvenu en roulant dans la ficuation KLP 
dont le centre loit 0 , le poinc D fera alors en M , qui 
eft un des points de la courbe , & le point B fera en P. 

Ayant décrit du centre C par D le demi cercle DGE, du 
centre H par M l’arc MG , qui rencontrera la demi cir- 
conférence DGE en G , l’on mènera du centre H du cer- 
cle immobile ALI , les droites HM , qui coupera en / 
le cercle ALI , H LO qui paflera par le poinc touchant 
L , FIG qui coupera l’arc ALI en R , & du centre C 
du demi cercle mobile WF JS , la droite CCS qui coupera 
AFB en F. 

Il eft clair que les triangles HCG , HOM font égaux , 

& équiangles : car HC— HO , HG = H M , Si. CG — 

OM : c’elt pourquoi les angles CHG , OHM feront égaux, 

& partant l’arc RI= l’arc AL = ( Hyp. ) l’arc LK = ( à 
caufe de l’angle HOM=* HCG ) l’arc F B. 

Nommant donc les données CB , ou CF , ou LO , ^r. 
a i BD , ou MP , ou AE , b ; HA , ou HI , &c ; l’arc 
DG , x -, l’arc MG ,y -, £c l’appliquée HM , ^ ; CD fera , 
ti -t- b j & les fedeurs femblabies CDG , CB F , donneront 

ax 

CD (a-hb).CB ( a ) :: DG ( x ) . B F = = RI i 

n-\-b 

3c à caufe des fedeurs femblabies HMG , HIR , l’on a 

Hh 
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( 1 R) , d’où l’on rire 

a-\-b 


fl.V£ . 

cy — , ou acy bey — axz^ 

a -J— £ 


Corollaire I. 

j.Jl eft clair que lorfque le point B , ou P touchera le 
cercle ALI en un point T , lare ALT fera égal à la de- 
mi circonférence AFB , & le point décrivant D ou M 
fera fur le rayon HT en S , de forte que ST=BD. 

Corollaire II. 

6. S I le point décrivant D étoit entre C êc B , le cercle 
DGF feroit intérieur au cercle AFB , èc lorfque le point 
B , ou P feroit parvenu en T , le point décrivant D , ou 
M , ou , ce qui eft la même chofe , le point S de la Cour- 
be feroit fur le rayon HT prolongé au-delà de T de la 
longueur de BD , & l’équation précédente deviendroit 
acy — bey — axz^: car BD=sb deviendroit négative de 
poiitive qu’on l’a fuppofée. 

Corollaire III. 

7 . S I le point D étoit en B , ou ce qui eft la même cho- 
ie , fi B devenoit le point décrivant , le cercle DGE fe 
confondroit avec le cercle AFB , & le point 5 de la Cour- 
be tomberoit en T , ou le point B toucheroit le cercle 
ALI ; & en ce cas DB =*b devenant nulle, ou = o , l’é- 
quation deviendroit cy s= xx^ 


Corollaire. IV. 

8 . Si l’on fuppofe que le point W s’éloigne infiniment de 
A dans la ligne AB , le cercle ALI deviendra une ligne 
droite perpendiculaire fur AB au point A ; l’arc GM , 
une autre droite parallèle à ALI ; & les rayons AH & 
MH , deviendront infinis , & par confcquent parallèles 
& égaux j c’eft pourquoi c fera égale à &c l’équation 
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precedente ( n°.4. ) fc changera en celle-ci ay -+■ by =ax, 
en la divifant par les quantitez égales c & & iaifant 

de nouveau les mêmes raiionncmens que l’on vient de 
faire dans les trois premiers Corollaires , l’cquation du 
fécond deviendra ay — by=ax- y celle du troificme de- 
viendra y =a,\ 

La Courbe DMS , effc en ce cas nommée , demi Cycloï- 
dc ou demi Roulette à B à Je droite. 

Corollaire V. 

9. S I le cercle AFB au lieu de rouler , glîfloit fur la li- 
gne AL droite , ou circulaire , en forte que le point tou- 
chant A parcourût d’un mouvement uniforme la ligne 
ALT = AF B , pendant que le point décrivant D par- 
coureroit aufii d’un mouvement uniforme la demi circon- 
férence DGE'p- , ■< , o \x — AFB , 8c en lui demeurant 
concentrique ; il eft clair que la demi roulette décrite 
par ces mouvemens , feroit la même que fi le cercle AF 
rouloit fur la ligne ALT. 

Corollaire VI. 

10. MAis fi lç point décrivant D employé plus de 
temps à parcourir uniformément la detnf circonférence 
DGE , que le point touchant A n’en employé à parcou- 
rir aufli uniformément ALT = AFB , la demi roulette 
fera nommée A longée. 

, Si au contraire le point D employé moins de temps à 
parcourir DGE , que le point A n’en employé à parcourir 
ALT = AFB ; la demi roulette fera nommée Accourcie. 

.Corollaire VIL 

1 1 . S I le point touchant A , 8c le point décrivant D fe 
mouvoient avec des viteffes qui fufient telles que les.puif- 
fances m des parties parcourues par le point A fur AL , 
8c les puiflances » des parties parcourues dans des temps 
égaux par le point D liir la demi circonférence DEG > , 

Hh ij 
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<,ou = AFB , gardaffent entr’cllcs un raport confiant, 
l'on pourroic avoir par ces mouvemcns non feulement 
toutes les roulettes dont on vient de parler: mais encore, 
une infinité d'autres de différons genres. 

R E M A R ctu E. 

ii.Les Roulettes & bâfes droites , font toutes mécba- 
niques : car une ligne droite fe pouvant ctendre à l’in- 
fini , le cercle mobile AFB , pourra faire une infinité 
de tours , ou glifler fur cette ligne infinie AL pendant 
que le point décrivant D, parcourera une infinité de fois 
la circonférence du cercle concentrique DGE : mais la 
roulette décrite par le point Z> rencontrera à chaque tour, 
ou la ligne AL , ou une autre qui lui fera parallèle s c’cft 
pourquoi la ligne AL prolongée à l’infini , ou fa paral- 
lèle , rencontrera en une infinité de points la Roulette 
DMS qui fera par conféquent méchanique. 

Mais les Roulettes à baies circulaires , ne font pas de 
même : car lorfque les diamètres du cercle immobile 
ALT , & du mobile ABF feront entr’eux , comme nom- 
bre à nombre , leurs circonférences feront aufli comme 
nombre à nombre ; c’eft pourquoi le point décrivant D , 
retombera au même point S après une ou plufieurs ré- 
volutions , £c fi le cercle mobile continue de rouler , ou 
de glifler après ce tour au point S , le point 2) recom- 
mencera à décrire la même Roulette Sc partant un rayon 
HM tiré du centre H , la rencontrera en un certain 
nombre déterminé de points > alors la Roulette fera géo- 
métrique , & l'on pourra trouver une équation qui fervi- 
ra à en déterminer tous les points géométriquement , 
comme on pourra voir dans un livre que Monftcur Ni- 
cole va donner au public fur toutes les efpéces de Rou- 
lettes , où il en expliquera très-fçavament toutes les pro- 
priétez. 

Mais lorfque les diamètres du cercle mobile , & du cer- 
cle immobile feront incommenfurables , le point décri- 
vant ne recombera jamais dans un même point ; & en 
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faifant une infinité de tours autour du cercle immobile , 
il décrira une infinité de Roulettes qui ne feront nean- 
moins qu’une même Courbe 5 & partant un rayon tiré du 
centre du cercle immobile rencontrera cette Courbe en 
une infinité de points , & elle fera par conféquent mé- 
chaniquc. 

PROPOSITION IV. 

A 

PROBLEME. 

1 3 . 1 L faut décrire la courbe BM dont taxe eft AP, une ap- 
pliquée PM dont une des proprietcxjft que la foù tangente 
PT eft toujours égale à une ligne donnée KL. 

. Ayant fuppofé le Problème réfolu , & mené l’appli- Fig.i 
quée pm infiniment proche de PM ; la ligne MmT , me- 
née par les points j Vf , m infiniment proches , fera une tan- 
gente : car la courbe BM , étant regardée comme un po- 
lygone d’une infinité de cotez. Mm fera un de ces cotez. 

Or il eft clair que fi la courbe BM eft toujours convexe 
d’un même côté , le petit côté Mm étant prolongé , ne 
la coupera point , & le prolongement MT fera par con- 
fisquent une tangente. 

Ayant mené mR parallèle à AP , RM fera la différen- 
ce des deux appliquées infiniment proches PM & pm ; c’eft 
pourquoi on lui donnera le même nom qu’à PM , précé- 
dé de la lettre d , qui fignificra différence , &. l’on n’cmploye- 
ra point dans la fuite la lettre d à d’autres ufages. Ainfi 
nommant l’appliquée PM ,y, RM fera dp, c’eft-à-dire, 
différence de^ 5 de forte que la lettre d ne fait que cara- 
«ftérifer^ , & n’cft l’expreflion d’aucune quantité : mais 
parce qu’il n’y a aucun point fixe fur AP , pour pouvoir 
nommer l’intervalle qui fe trouveroit entre ce point fixe , 

& le point P par une autre inconnue , x ; on fe conten- 
tera de nommer Pp , ou Rm , dx ; on nommera auffi la 
donnée KL , ou ( Hyp. ) PT , a : or le petit triangle MRm 
étant regardé comme recliligne à caufe de l’infinie peti- 

Hh iij 


• 

î44 Application de l'Algèbre 
telle du petit côté Mm , fera femblable au triangle MPT j 
c’c(l pourquoi l'on aura</y ( MR ).dx ( R»i :: y ( MP) a 
( PT ) d’où l’on tire ydx—ady , qui efl: une équation diffé- 
rentielle. 

14. Pour conftruire les courbes qui ont de telles équa- 
tions , il faut i°. Que l’une des différences avec fon in- 
connue , fi elle s'y rencontre foit dans un des membres 
de l’équation , & l’autre dans l’autre , fie que les deux 
différences fuient dans le numérateur , fi l’équation efl 
fractionnaire j félon cette régie l’équation précédente de- 

vient dx — — 

y 

io. Qu’en multipliant ou divifant l’équation , s’il efl: 
néceffaire, par une quantité confiante 3 chaque membre 
foit un plan dont chaque différence foit un côte Ainff 

l’équation dx = — deviendra adx = , en multipliant 

y y 

chaque membre par a. 

3°. On égalera chaque membre à une nouvelle incon- 
nue , après l’avoir divifé par la différence qu’il renfer- 
me , fie l’on aura par ce moyen deux équations à deux 
courbes géométriques, ou une équation à la ligne droite 
fie l’autre à une courbe. Ainfi de l’équation précédente, 
on tire j = qui efl: une équation à la ligne droite, 8c 

tL = /", ou aa~yf^ qui eft une équation à l’Hyperbole 

y 

par raport à fes afymptotes. 

Fig. 118. 4 °- Ayant mené deux lignes DQ, F P qui fe coupent à 

angles droits en A ; on fuppofera que les quatre incon- 
nues qui fc trouvent dans l’équation différentielle, fie dans 
les deux équations que l’on en a tirées , ont leur origine 
commune au point d’interféftion A , de maniéré que les 
deux inconnues de chaque équation fe trou vent fur les deux 
lignes qui forment un meme angle droit , c’eft à-dire , 
que fi l’on nomme AP , * ; fie AO ,y ; qui font les deux 
inconnues de l’équation différentielle précédente , il fau- 
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dra néceffairement nommer AF & AD , afin que 
les inconnues y & f de l’équation à l’Hyperbole , forment 
un même angle droit FAQ ^ Sec. 

5 °. On décrira par les régies des Sections 8, ou ir. 
les deux tourbes géométriques , chacune dans l’angle , 
dont les cotez font exprimez par les inconnues de fon 
équation. Ainfi dans cet Exemple, à caulê de l’équation 
aa = fy l’on décrira une Hyperbole 2727 dans l’angle 
FAQj, dont les cotez AQ^, AF font nommez^ & y", & 
à caulé de l’équation jc. = a * ayant fait AD — a — *;, 
l’on mènera DS parallèle à AP. 

Avant que de venir à la conftruétion des équations 
différentielles , l’on remarquera , i°. Qu’elles n’appar- 
tiennent pas toutes à des courbes méchaniques j il y en 
a qui appartiennent à des courbes géométriques : mais l’art 
de les diftinguer dépend du calcul inégal que nous ne 
pouvons pas expliquer ici. i°. Que les inconnues dont les 
différences fe trouvent dans une équation différentielle , 
expriment ou deux lignes droites , ou l’une exprime une 
ligne droite , & l’autre une ligne courbe , ce qui fait deux 
cas. La conftruclion de l’équation de ce Problème , & 
celle de l’équation du Problème qui fuit , où toutes ces 
deux courbes font méchaniques , ferviront d’Exemples 
pour l’un &; pour l’autre cas. 

iy. Pour conftruire l’équation adx~— , l’on pren. 

y 

dra fur AQ=y un point quelconque B , & l’on mènera 
par B la droite BC parallèle à AF qui rencontrera l’Hy- 
perbole en C , & le point B fera l’origine de la courbe 
qu’il faut décrire ; & ayant pris fur autre point 

quelconque Q^, l’on mènera par j2ja droite Q^27 pa- 
rallèle à AF qui rencontrera l’Hyperbole en 27. Cela 
fait , on prendra fur DS le point V , tel qu’ayant mené 
VP parallèle à AD , l’efpace ADVP foit égal à l’efpace 
hyperbolique BC27Q^\ & le point M où les droites 
27 Q^, VP , étant prolongées , fe couperont , fera à la 
courbe cherchée. 
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De’ monstration. 

Ayant mené du point m pris fur la courbe BM in- 
finiment proche de M , les droites mqn , tnpu. , & du point 
N , la petite droite NI parallèle à A Qj> QJJ étant , 
f 5 4 . Q^,y -, 0 $ , ou NI fera dy , 5 c partant le petit reétan- 
gle QJI Iq==fdy : mais comme le petit triangle N In 
a tous fes cotez infiniment petits , il doit être nul par 
raport au petit reétangle QNIq-, c’efl pourquoi QNIq 

= QN nq = fdy = — j en remettant pour /Ta valeur 
9 

aa _ 

— . De meme AD , ou BV étant , a ; & AP , x -, Pp 

fera , dx j & partant le petit rectangle PVuf = adx. 
Mais ( Confl. ) BCNQ^= ADN P , & BCnq*= ADup * 

donc QNnq = PNup , ou en termes algébriques — = 
C. jgi.i 7 . D. • 

Corollaire T. 

*•<*• 1 L eft clair que la courbe BMm a pour afymptoce 
fon axe AP : car l’efpace Hyperbolique BAFGC étant 


Corollaire II. 

17-L’E qjj a t 1 o n ydx = ady, oii l’Hypothéfe donne. 
dy . dx : : y . a , d‘où l’on voit que II l’on luppofe que dx 
exprime une quantité confiante , le raport de dx à a fe- 
ra un raport confiant 5 & partant celui de dy À y le 
fera auffi ; c’efl pourquoi fi l’on prend fur l’axe AP tant 
de parties égales qu’on voudra PC , CD , DE , &c. cha- 
cune = dx , & qu’on mene par les points P , C , D , E, 
&c. des perpendiculaires PM, CP ,DG , EH , êcc. ces 

perpendiculaires 


re égal, 
éloigné 


infini , le reélangle ADN P ne lui peut jamais ê 
à moins qu’on ne fuppofe le point P infiniment 
de A. 
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Î ierpcndiculaires feront continuellement proportionncl- 
es : car ayant mené par les points M , F , G , &c. les 
droites MI , F K, G Z , Stc. l’on aura par l'Hypothele 
PM ( y) . JF (dy ) : : CF . KG -, donc componcndo , PM . 
PM ■+- IF CF . CF + KG , c’cfl-à-dire , P M . CF:-. 
CF . DG. Par la même railbn CF . DG : : DG . F H , &c. 
De forte que fi les parties de l’axe PC , PD, PF, &c. ou 
PM, PO , PQ v, ficc. prifês fur l’axe AP en commençant 
d’un point quelconque P , croiflent ou diminuent en pro- 
portion arithmétique, les perpendiculaires correfpondan- 
tes CF , DF , EH, &c. ou MR, OS , QV , &c. croî- 
tront , ou diminueront en proportion géométrique -, c’elt 
pourquoi fi l’on prend PC pour l’unité de la progreffion 
arithmétique PC , PD , PE , &c. & PM pour l’unité 
de la progrclfion géométrique PM , CF , DG , EH , 
les termes PC ( i ), PD ( x ) , PE ( 3 ) , &c. de la pro- 
grelTion arithmétique , feront les logarithmes des termes 
correfpondans CF , DG , EH , &c. de la progreffion géo- 
métrique , qu’on appelle Nombres , & o , le Logarithme 
de l’unité PM. C’eft à caufe de cette propriété que la 
courbe PM a été nommée Logarithmique. 

COROLL AIRE III. 

18. La perpendiculaire PM étant nommee r , fi l’on 
nomme CF , x j DG fera , x‘ $ EH , x l j &c. car à caufè 
de la progreffion géométrique, l’on a PM (i ) . C.F(jc) 


::CF(x). DG=x _ = x’ } CF (x). DG(x’) :: DG 

I 

(x*). EH = x’, &c. Par la même raifon MR fera, 


— i OS, — -, QT,-L i&c.c&r CF (x). PM (1):: PM 

X x' X* 

(1). A« = -L; PM (I). MR (- 1 -):: MR (-) . OS = 

7'™ (7) 05 (7)““ (7) ■«r-ÿteo. 

Ii 
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puifque PC = i , PD = i , PE = 3 , &c. P N fera =s 
— 1 , PO as s — 1, PQj= — 3 , ^r. donc en rangeant ces 
expreflîons des perpendiculaires , & celles des parties de 
l'axe AP , de maniéré que l'expreflion de -f’Q/éponde 
à celle de QV ; celle de PO , à celle de OS , &c. l’on 
aura les deux progrellions fuivantes , qui fe répondront 
terme à terme , & chaque terme de la progrellion arith- 
métique , fera le logarithme de celui qui lui répond dans 
la progrelfion géométrique. 

Prog. geom.-L. JL. — , 1 . x \ x'. &c. 

X* x' X 

— I — » — • I 1 I 

OllK X X I. X X X, &c, 

Prog. arith. — 3. — i.—i. o. 1. 2. 3, &c. 

Corollaire IV. 

r 9 D ’Ou l’on voit, i°. Que les expofans des puilfances 
en font les logarithmes. 2". Que la fomme de deux lo- 
garithmes , cft le logarithme du produit des deux nom- 
bres qui leur répondent. Ainfi j ( = 3 ■+■ 2 ) eft le logar. 

de x { = x' x x — 3 0 . Que la différence de deux 

logarithmes , eft le logarithme du quotient des deux nom- 
bres qui leur répondent. Ainfi 1 ( = 5 — 3 ) eft le loga- 

*’ s— i 

rithme de x l ( = — —x ). 4 0 . Que le double, le 

triple , &c. d'un logarithme, eft le logarithme du quarré, 
du cube , &c. du nombre correfpondant. Ainfi 4 ( = 

i-H, eft le logarithme de x * ) = x‘ x x‘ = x 1 * l . j°. Que 
la moitié , le tiers , &c. d’un logarithme, eft le logarith- 
me de la racine quarrée , cube , &c. Ainfi 3 ( égal à la 

moitié de 6,) eft le logarithme de = x ~ 
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Corollaire V. 

10. Il fuit auffi des deux Corollaires précédons que 
le logarithme de la racine d’une puiiïànce multipliée par 
l’expolânt de cette puiflânec fera le logarithme de la 
même puifl'ance , 6c qu’on peut par conlcquent changer 
une puiflance, ou une autre quantité quelconque en ion 
logarithme , & au contraire : car en fuppofanc les mê- 
mes chofes que dans les Corollaires préccdens PC= i, 
étant le logarithme de CF =x * PD = i ( = i PC = 1 
fois le Logarithme de CF = x ) , lèra le Logarithme de 
DG = x 1 j PE =3(3 PC = trois fois le Logarithme 
de PC =x ) , fera le Logarithme de x’ : ce qu’on ex- 
prime en cette forte : Z : DG [Z lignifie Logarithme) 
= i ZCF, ou Z : x 1 — i Zx-, Z :EH= 3 ZCF , ou Z : x* 
*= 3ZX. De même, Z : OS ( — — iPC)=— 1 ZCF , ou 


Z : — , ou Z : x 

X 


= — iZxi & en general Z : x” 


De meme Z : <*x = Za •+■ Zx 5 Z : — = Za -+- Lx — Zy -, 

Z :ax — X* «à ~£Sr Zx r x,: -rm Tri te -+- 

Z<* — x ; Z : <<xx — x* = iZx-t-Za— -x. 

Il n’ell pas plus difficile de changer les quantitez lo- 
garithmiques en leurs nombres correlpondans : car il n’y 
a qu’à les élever à la puifl'ance exprimée par leurs loga- 
rithmes , 6c multiplier celles qui font jointes par le ligne 
•+• , 6c divifer par celles qui ont le ligne — . Ainli N :}Zx 
( 2/. lignifie Nombre ) = x 1 ; N : mZx = x m } N : Za -H 

ax axx -4- x* 

Zx —~Zy= — 5 N: iZx + Za+x— iZa=z — — . 

y au 

Il en eft ainli des autres. 

Parce que les logarithmes des quantitez égales , font 

Ii ij 
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xjo Application de l’Algebre 
aulfi égaux 5 il fuit qu’on peut changer les équations or- 
dinaires en équations logarithmiques , & an contraire. 
Ainfi yy = aa — xx , qui eft une équation au cercle, fe 
change en celle-ci, 1 Ly=La-*~ x+La x , qui eft une 
équation logarithmique. De même iLy=La ■+■ Lx , qui 
eft une équation logarithmique , fe change en celle-ci 
yy=ax qui eft une équation à la Parabole. 11 en eft ainfi 
des autres. 

PROPOSITION V. 

A 

PROBLEME. 

Fig. ho. i i. LJ N cercle AP B , dont le centre eft C, étant donné , il 
faut décrire la courbe AMD qui fait avec tous les rayons CMP, 
Cmp , un angle égal à un angle donné. 

Il eft clair que fi l’on fuppofe que le rayon Cp foie infi- 
niment proche de CP , 8c que l’on décrive du centre C , 
par m le petit arc mR , le petit triangle MRm pourra être 
regardé comme reéliligne -, c’eft pourquoi ayant mené du 
centre C , la droite CT perpendiculaire à CP , 8c prolon- 
gé le petit côté Mm jufqu’à ce que le, prolongement ren- 
contre CT en T\ la droite MmT\ qui le ra une tangente 
au point M , la perpendiculaire CT , qui fera la foutan- 
gente , & la partie CM du rayon CP formeront le trian- 
gle re&anglc MCT femblable au petit triangle MRm , 
8c qui fera toujours femblable à lui-même , â caufe de 
l’angle CMm, oaCMT égal à un angle donné. Suppofons 
donc que le raport confiant de MC à CT foit comme m à ». 

Ayant nommé la donnée CA , ou CP , a ; l’arc in- 
déterminé AP , x } PM ,y i P p fera dx ; MR , dy , 8c 
CM , a — y. Or à caufe des fe&eurs femblables CPp , 
CRm j l’on aura CP (a) . CM ( a — y ) : : Pp { dx). MR 

= — — — j 8c 4 caufe dçs triangles femblables MRm , 
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adx — vdx 

MCT , l’on a iWX (^y). .Of ( — ):: MC{a — y) 

aadx — laydx -4- yydx 

. CT ~ 1 : mais m. n :: * — y ( MC) 

ady 

aadx — laydx -\-yydx 


adx 


( CT)-, donc n y. a — y = w 


aadx — mydx -4 - yydx aax — ydx .. . 

_ — , ou n—m x — - , en divilant chaque 

ady ady 

membre par a — y, ou ( n°. 14. ) —L =* jW* , qui don- 

a—y 

ne cette conftrudion. 

Ayant fuppofé m = qui eft'une équation à la ligne 

droite , & _îü_ =» « , qui eft |une équation à l’Hyperbole » 

«— y 

on prolongera CA en F , en forte que AF — th==s^, l’on 
mènera par ^ la droite G H perpendiculaire à CA , & 
ayant nommé AG , x ,& ./tfff , « i l’on conftruira l’Hy- 
perbole //OS entre les afympotes CA & Ci? parallèle à 
AH. RQinL quelconque O pr is for l'Hyperbole , 

ayant mène OI parallèle à AH , l'on. prendra ni r stG le 
point G , en forte qu’ayant mené G K parallèle à. AF , le 
rectangle AG KF foit égal à l’elpace Hyperbolique^/O/f, 
& ayant fait l’arc AP=- AG , & mené le rayon CF, l’on 
décrira du centre C par J l’arc JM , qui coupera CP au 
point M qui fora à la courbe cherchée. 

De’ monstration. 

A Y a n t mené un rayon Cf infiniment proche de CP, 
qui coupera la courbe au point m ; décrit du centre C par m 
l’arc mL * menéZ^parallele à JO, fait Ag=Ap,& mené 
gk parallèle à G K. Par la conftrudion , l’efpace AgkF 

I i iij 
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eft égal à l’efpacc Hyperbolique ALQ^H, St A G KF 

__ ÀJOH\ donc GgkK = /ZQO : mais GgkK = zdx 

— mdx . & /ZjP 0 = «4- — — - ; donc = 

J a— y a— y 

C. D. 

Corollaire I. 

12. 1 L eft clair io. Que la courbe AMD ne palTera point 
au centre Cdu cercle ,puifqu’elle coupe tous les rayons i 
angles égaux. i°. Qu’elle fera une infinité de tours autour 
du même centre : car lorfque AG fera égale à la circon- 
férence AP B A , le point M de la courbe fera fur le rayon 
CA -. & comme l'efpace Hyperbolique HACBS eft infi- 
ni , avant que de l’avoir épuilé , il faudra prendre fur AG 
prolongée à l’infini , une infinité de fois A PB A > c’eft 
pourquoi la courbe AMD rencontrer! une infinité de 
fois le rayon CA , & fera par conféquent une infinité de 
tours autour du centre C. 


Corollaire II. 


13. On tire de l’équation que T*bn vient de conftruire 
mdx . ndy :: a . a y -, d’où il fuit que fi l’on prend dx £ 
pour confiante , ou ce qui revient au même , fi les par- 
ties AP croiflent également en devenant Ap, ou, croif- 
fent en proportion arithmétique, les appliquées PM, 
ou CM, feront (n*. 17.) en proportion géométrique; 
c’eft pourquoi cette courbe eft nommée Logarithmique 
Spirale. 

R E M A R Q_U E. 


24. S I l’on changeoit l’équation précédente mdx = 


en celle-ci adx ■. 


naady 


nady 
a— y 

, en divifant par m } Sc en mul- 
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• »• tutdy . 

tiphant par a, ou adx , en fuppofant m = n 

a— y 

après avoir conftruic l’Hyperbole félon l’une de ces deux 
dernières équations , on conftruiroit la courbe A M D 
en prenant le fecteur ACP égal à la moitié de l’efpace 
hyperbolique HA 10 , & le cercle décrit de C par I , 
couperoit CP au point M qui feroit à la courbe AMD } 
& cette courbe feroit encore une Spirale logarithmique, 
qui' auroit les mêmes propriétez que la précédente : car, 
( Conft. ) le feéleur AC T — i A 10 H, & ACp = - x 


ALQH j donc PCp = \ I L QO : mais PCp = ÿ 

i/XO0 = fx donc adx = 

ma — my a— y 

aady 

OU 

a —y 


adx , &C 

naady 

" 1 " 1 > 

ma — my 


La conftruûion de la courbe du Problème précédent 
ne dépend que de la quadrature de l’Hyperbole : mais 
celle des courbes de celui-ci dépend de la quadrature de 
l'Hyperbole, 8c de celle ,du cercle tout enfcmble. 


A 

PROBLEME. 

a y. U N demi cercle AD B, dont le diamètre ejl AB., gS Fig. m. 
le centre C , étant donné > il faut trouver un point M hors 
du demi cercle , d'oà ayant abbaifié fur A B la perpendicu- 
taire M P qui rencontrera la circonférence A D B en D ; la 
partie MD de la perpendiculaire M P frit égale à l’arc BD, 
que le rectangle B P x P M foit égal au quarré du demi 
diarnetre B C. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, 8c nommé la don- 
née AC ,*> u CB , a -, 8c les indéterminées BP , x 5 PM, 


9 
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y MB, f-, l'arc BD, «j AT fera ia — x-, l’on aura 
parla première condition du Problème, f—u, qui eft 
( n°. 8. ) une équation à la roulettc # à bâîè droite, dont 
le point décrivant eft fur la circonférence du cercle géné- 
rateur ; & par la fécondé condition, l’on aura xy — aa, 
qui eft une équation à l’Hyperbole par raport à fes 
afymptotes. 

Pour conftruire l’équation à la roulette /= * ; ayant 
fuppofé que le point B de la circonférence B DA , foit 
le point générateur , Sc mené A T perpendiculaire, a 
* A B , on fera rouler le demi cercle BD A fur la droite 
AT qui le touche en A , & le point B décrira par fon 
mouvement la roulette B MT. 

Pour conftruire l’équation à l’Hyperbole xy = aa, 
on mènera le rayon CF parallèle à A T , & l’on dé- 
crira ( Art. 14. ) par le point F , l’Hyperbole FM qui 
coupera la roulette B MT au point cherché M. 

De’ MONSTRATION. 

Ayant mené par le point M la droite M P per- 
pendiculaire à AB , fa partie MD , comprife entre le 
point M , & la circonférence J9DA , fe ra par la pro- 
priété de la roulette égale à l’arc BD , ce qui eft en 
termes algébriques f—u. 

Et par la propriété de l’Hyperbole ( Art. 14. ) le rec- 
tangle BP x PM — BC 1 , ce qui eft en termes algébri- 
ques xy s= aa. C. Q^F. D. 

Remarque. 

PAkce qjj e la roulette B M T eft ( no. n. ) une cour- 
be méchanique -, il fuit que la conftrudion de ce Problè- 
me eft auffi méchanique, quoique l’Hyperbole FM foit 
une courbe géométrique. # 

L’on 
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L’on remarquera auffi que la conftriKÎion de*4>roblê- 
mes raéchaniques ne diffère point de celle des Prôb%nes 
géométriques , lorfqu’on les conftruic par le moyen de 
deux équations indéterminées. wï..^ 

L’on pourroic trouver une équation différentielle pour 
la roulette , 8c la décrire par lès régie* expliquées dans 
la PropoCcion quatrième : car ayant mené par le point 
P , pris infiniment proche dé P ,\k droite pSm paral- 
lèle à. P DM ) par les points D 8c M les petites droites 
DR y Mi parallèles à A È v MK panrfldê i DS , etc 
à. la touchante en U du carçle , )ôc le rafyca CJX 
En nommant encore BP, x + PM , y y PD, k ; 3Sff 
DM, fi BD,»-, Pp,ou DR, ou MI&nSxiRS, 
dz^i I M ,dy j KM, df,ot puifque l’arc PD = DM, 
& DS— Sm, l’on aura DS = Km , ou df= du. 

A caufe des parallèles DR ,.MI & DS, MK, les 
petits triangles DR S, Ml K Feront femblables & égaux ; 
& partant RS = </*.= IK i donc dy ( =. I M = IK 

"*■ Km s=* dx^+df) ss dz^ -4- d* , en mettant pour dfta. 
valeur du. J 

Mais les triangles rcdangles D RS, DPC étant fem- 
blables , puifque les angles RDS, PDC font tous deux 
le complément de l’angle RDC i l’on aura DP (zJ.PC 

(a — x)::DR(dx).RS=?ï^?=d^,8cDP( 1 c): 

1 

DC (a) : : D R (dx) . DS = — =* du j mettant donc 

z 

dans l’équation précédente dy = dz^dm, en la place de 
dzjc du , leurs valeurs — -~~ xdx . , & ~ , l’on aura dy ss» 

iadx — xdx 3 

■ » 

Z 

Kis 
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Enfin par la propriété du cercle, l’on a AP x PB= PD l y 
ou en termes algébriques iax — xx — donc ^ = 

y/ iax — xx , & mettant cette valeur de j^dans l’équation 

iy = tîfî. — fî > elle fe changera en celle - ci dy =, 

lAdx-— xdx 

— • , qui eft une équation différentielle , où il n’y 

a que deux indéterminées , & leurs différences. 

. L’on décrira ( n°. 14. & 1 j. ) par le moyen de cette 
équation , la roulette B MT , dont l’interfedion M 
avec l’Hyperbole FM réfoudra le Problème propofé. 


F J AT. 


’ w . . V£ V 

.1 ' ■ , . . r 
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